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P UBBLiciiiAiuo nuovamente per le stampe in que- 
sta terza edizione , che segue alla seconda già 
e$aurìta , la nostra traduzione italiana degli Ele- 
nwnli di Algebra del Larroix , ritoccala in alcuu 
luogo e corredala di copiose noto ed aggiunte 
da poter tornare ad utile degli studiosi, i quali 
bramano elevarsi dai puri clementi a studi al- 
gebrici più alti, e così attecchire in questa scien- 
za utilissime la qual à, a modo dì dire, la chiave 
di tutte quante le Matematiche. 

Il sostituire a quest' opera pregevolissima 
del Lacroix un' Algebra per noi compilala , ci 
è paralo consiglio vano e inopportuno , sendo 
stata mai sempre nostra opinione non doversi i 
libri elementari moltiplicar così all’ inlinito, come 
si costuma al dì d' oggi , mentre in essi altro 
alla Gne non Tassi, se non prendere ciò che in 
mano di uomini egregi ha già raggiunto la 
perfezion sua , e sforzarsi di riordinarlo altra- 
mente, per dargli così aria di originalità. Un al- 
tro inconveniente non mcn grave di quel che si 
fosse il voler .rifare il ben fatto, è pur quello 
in che si cade assai sovente dai facitori di no- 
velli libri elementari ; vogliam dire il dispor lo 
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malerie senza quel rigoroso filo analilicoi am- 
mirevolissimo nel nostro autore , e quella chia- 
ra distinzione di ciò che forma le fondamenta 
prime e necessarie della scienza da ciò che^ co- 
munque fosse di utilità somma nelle alte appli- 
cazioni deH’Algebra alle scienze fisico-matema- 
tiche, non è pertanto di assoluto bisogno nel- 
r intero corso elementare. Penetrati da tal con- 
siderazione , e non volendo lasciar nulla a de- 
siderare, abbiam dato alla luce come prima par- 
te il testo deir autore , e come seconda parto 
indipendente dalla prima, le nostre note ed ag- 
giunte. 

I particolari di queste note ed aggiunte 
leggonsi nell’indice corrispondente: la utilità hro 
e gli obbietti particolari cui si è mirato nel disten- 
derle, son dichiarati nell’ introduzione ad esse. 

; » / , i . t ■ 
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^OZfoKl preliminari svlpiutaggio dall' Aritmetica alt A(- 


gtbra; spiegazione ed uso dei segni Algebrici, FACefATA f 

Qg«l sia la natnra e qnale 1’ oggetto dell’ Algebra , iòi<L 

M segni dei quali si fa oso ndl’Alge^a, 8 

Bigolaiione di alcppi problemi col magistero dei segni algebrici, ^ 
Che cosa s’ intenda per formoli , - w ^ 


Pelle equazioni, ^ it 


Ciò che bisogna fare per risoWere una quisliooe col soccorso 
dell' Algebra , ibid. 

Che cosa sia un* equazione , uno dei suoi membri, un term ine , ^ 


Della risoluzione delle equazioni di primo grado ad una 
^ola incognita , 13 


Begola per trasportare un termine da on membro all'artro, !♦ 

"Per liberare l’ incognita dalle qaantUà che la moltiplicano , 1» 

Per mandar via i denominatori , tg 

Ciò che bisogna fare per mettere no problema in eqaazioDe , 1® 

Bseinpi , ibià. 


operazioni l'iidtcals sulle quantità rappresentate da 
tetiere , 24 


Spiegazione delle parole monomi , binomi , ec. , polinomi , eom- 
plesse ed incomplesse , 3& 

Dell' addizione delie guantiti Akgebriche , ibid. 


Che cosa siano » lermini iinn'lt ed il coeffieiente , uà. 

Regola per fare P addizione , SS- 

Regola per fare la tldoilone delle guamlià itgebricbe , 87 


Della soUrazioM delie guantUà algebriche , 


Regola per fare la wttraiione, 
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Drlla moliiplicazione delle qvanlilà algebriche, facciata 20 

Maniere d' indiorc la luoliiplicaztone dcHe qaanilti «Igebriche ■ ibid. 
Che cosa signilicbi una potenza., ^ 

Che cosa sia esponente , 

Come si formino le potente d* nn nihnero , 

Begole per fare la rooltiplfcaaione delle quanliià rtionomie ■ 32 

Che cuaa aia grado di un prodotto , jbid. 

Kota sulla parola dimensione , ' ibid. 

Della nioltiplicaiione delle quantità complesse , ibid. 

Regole dei segnij • 3B 

Regole per fare la tnoUiplicaiione , jbid. 

Esempi della moltiplicazione complessa , ifci'rft 

Che cosa s' intenda per espressione omofienea , 39 

Espressione del prodotto della somma di due quantità per la Io- 
, ro dilTercnza , del quadralo e del cubo di un binomio , ibid. 

Maniera d'indicare la moliiplicazione delle gnantilA complesse, 4(i 


Ltlla divisione delle quarttità algebricht , M 


Regole per dividere le quantità monomie , ^ 

Che cosa signìHchi una quantità che ha per esponente zero < l'tid. 
Come si renda semplice una divisione indicata , allorché non può 
etfettuarsl , 42 

liivisione delle quanlhà complesse , 44 

Che voglia dire ordinare I termini di nna quantiti , 45 

Regole per fare la divisione , 4ii 

Esempi di divisione, 47 

Ciò che bisogna fare allorché sì trovano più termini che conten - 


J e si ordina , 40 

Esempio , 6id, 

Delle frazioni aìgebfiehe , ^ 


Come si conosca che una divisione di quintiUi complesse non pu ò 
essere eseguita , 62 

Come, allorché è possìbile, sì renda più semplice fa frazione 


Maniera di determinarlo. ibid. 

Precauzione necessaria per riuscire nell’ operazione , allorché la 
quantità che si prende per divisore , contiene pih lermint 
tiTTUt la lettera relativamente alla quale si è ordinato , St 
trova allo stesso grado , 66 

C iò che bisogna fare per ouenere da principio i difiaori indipén^ 
denti da questa lettera, > 66 
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fticapHolaiione delle regole Jet calcolo drile fraiioo!, facciata 00 
Helazfone dei termini delle Trazion) n^'iiali , 6i 

Bisuluzione ai una equazione leUerale del primo grado , 03 


Dei problemi a due incogniie , e delle quantità negativé , 64 


Esempi , ibid. 

Ciò che bisogna face aìlorcbè si perviene ad nn’ eqnazione della 

quale I due mèmbri sono alTetti dal segno — , é? 

Quisiione nella qnale U valore di nna delle incognite è affetto 
dal segno — , . • ibid. 

Ciò che significa questo segno , 6S 

Come i valori affetU dal segnò — debbano todditfare alle equa- 
zioni del problema , 70 

Biassonto delie precedenti osservazioni , 71 

Che cosa siano le ioluiioni negative , ibid. 

Dimostrazione delle regole del calcolo delle quantità negative i- 
soiaté , ibid. 

Come si ròmbinicio i rapporto ai segni , I monomi isolati , 75 

Come possa rinvenirsi il vero enunciato di un problema per il 

quale si sono oiienoti valori negativi, ibid. 

Problema ì cui differenti casi offrono esempi delle diverse 
singolarità che possono essere presentale dalle espressioni 
delle incognite nelle equazioni del primo grado , ibid. 


Che 


cosa significhi il risnltamentò , 


81 


il risnltamentò 


83 


81 

“85 


86 


typta sull' uso della parola identico , 

Conclusione generale di ciò che precede , 

Uso del cangiamento di segno delle quantità , per comprendere 
più quistioni In ùna sola , 

Risolnzioiie del problemi precedenti , non adoperando che nna 

sola incognita , ibid. 

Problema che conduce alle equazioni generali del primo grado a. 
due incognite^ 90 


Della rieoluzione di tin numero qualunque dt equazioni del 


primo grado , che contengono un egual numero tf in- 
cognite , 93 


mandando via , ovvero eliminando suceessivainciite tutte le 
altre , ' ibid: 

Esempi , 94 

Problemi a risolvere , lllO 


Formale generali per la risoluzione delle equazioni del pn- 
tno grado , 


102 
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al primo grado, 

VACCIATA 103 

Valori generali delle iocognite nelle equazioni 

del primo Rrado 


a tre incognite , 


108 

Regole generali per formare i valori delle incogoitc , 


Applicazione delle formole generali , 


111 

Iklle equazioni del fecondo grado ad una 

sola incognita, 

112 

Esempi delle equazioni del secondo grado che contengono un sol 
termine iiii-ogiiitn . ibit. 

Dell’estrazione delle radici Quadrate dai numeri interi , 

113 

Dei numeri che non sono quadrati perfetti , 


119 


po piccola , ibid. 

Come si faccia il quadrato di una frazione, e come se ne estrag- 
ga la radice , ibib. 

Ogni numero primo che divide il prodotto di due numeri , divi- 
de necessariamente uno di questi numeri , 129 

iVofa sulla scomposizione dei numeri in fattori , e aid carattere 

delle frazioni irriducibiii , 121 

I numeri interi che non sono quadrati perfetti , non hanno ra - 
dice nè in numeri interi , nè in numeri frazionari , 
rhe cosa sia uu numero commentorabile ovvero raxionala . 122 

rome s' indichino con un radicale le radici da estrarsi . ibid. 

Metodo per approssimare le radici , 123 

Metodo per abbreviare , con U divisione , 1’ estrazione delle ra- 

dici . 124 

Metodo per continuarla indeCnitamente col mezzo delle fraiioni 

ordinarie ■ 125 

Maniera d ottenere , con quanta semplicili si pnò , la radica 
approssimata di una frazione ì cui termini non sono qua- 
drati , 126 

Bisoluzionc delle equazioni del secondo grado che non contengo- 
PO che il quadrato dell’ incognita , 128 

La radice quadrata d’ una quantità può essere presa col segno 

o col segno — , 130 

La radice quadrata~d’ una quantità negativa è ìmmagitMria, 131 
Delle equazioni complete del secondo grado , l32 

Formola generale per la risoluzione delle equazioni dei secondo 
grado ad una sola incognita , 134 

Begola generalo ebe bisogna tener presente per risolverle , ISA 
Esempi sopra i quali si dimostrano le proprietà delle soluzioni 

negative , ibid. 

Quistione che dimostra in quali casi i problemi del secondo gra- 
do diventano assordi , 140 

Delle e spressioni che si chiamano immat/iruirie , 142 

Si prova direttamente che le equazioni del secon do grad o hanno 

sempre due radici > 143 

Risoluzioni di alcuni problemi, ITI 

Quistione che conduce a valori singolari , allorché Tien risolata 
cou la formola generale, 149 
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Dtll’ ttlrazione Mia radice quadrata dalle quantità alge- 
ùriche , fac c[ata 1S5 


Trasformazione col cni magistero si postono rendere 'pib Sem* 
lici le quantità radicali , ibid. 

Estrazione della radice quadrata dalle quantità monomio , iNd. 


— — dai polinomi. 


-m 

Delta formazione delle potenze de' monomi , e deW cetra- 


zione delle loro radici . 


161 

Tavola delle 7 prime potenze dei numeri , da 1 sino a 9 , 

163 

Come si elevi una quantità monomia ad nna potenza qoalaoqnei ibid. 

Come si estragga la radice di un grado qualanque da una quan 

- 

tità monomia . 


163 

Come si renda più semplice un’ es 

pressione radicale monomia , 

164 

Delle radici iiìimaKinarie in genera 

le. 

“IM 

Degli esponenti frazionari , 


ibid. 

Degli esponenli negativi , 



Della formazione delle potenze delle quantità eompletee , 

168 

Maniera d’ indicare queste potenze 


ibid. 

Forma del prodotto di un nnmero qualunque di fattori di primo 

grado , 


169 

Osservazioni per vie delle qualt si 

deduce da questo prodotto 

lo sviluppo di una potenza qualunque di un binomio , 

173 

Teorica generale delle permutazioni 

e delle comoinaziom» 

173 

Formazione deilo sviluppo di una 

potenza qualunque del bi 


nomio « 


176 

Termine generale della formola del binomio , 

xi‘à 

Applicazione della formoia del binomio agii esempi , 

tbia. 

Trasformazione di questa formola per facilitarne r uso , 

17» 

Applicazione ad un trinomio , 


“TOT 

DeW eetrazione delle radici dalle quantità complesse , 

m 

Dall'estrazione della radice cubica dai numeri interi, 
Dell’estrazione della radice cubica dalle frazioni. 

ibid. 

185 

Metodo per approssimare le radici cubiche dei numeri che non 

186 

sono cubi perretti , 


Dell’estrazione delle radici di gradi più elevali , 

TEI 

Dell’estrazione delle radici dalle quantità letterali , 

“ITO 

Delle equazioni a due termini , 


191 

Divisione di — o" per x — a , 


193 
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De' fallori dell' equaziope x"" — o'" = Q, e «JelJc radici del- 
l' ppiii . .... FACcrara 194 

t-egge generale sul namero delle radici di ho’ equazione , e •diaiin- 
rione delle determinaxioni aritmetiche e delle determinazioni 
ahjebriche delle radici dei numeri, IW 

Delle equazioni che pouono risolversi cerne quelle del se- 
condo grado , - ibid- 


Deterroioazione delle loro diverse radici, ^08 

Del calcolo dei radicali , 201 

) .. -, ^ 

Metodo per effettuare sui radicali dello stesso grado le qua Uro _ 
operazioni rondamentali , ibid. 

— per elevare ad una potenza qualunque un radicale , 2pi 

I ■— — per estrarre la radice di un grado qualunque , StJtt 

per ridurre allo stesso grado i radicali di gradi diC- 

fcrentf. _ 2W 

— — per passare sotto un radicale un fattqre che ne è fuori , 208 

— per la moltiplicazione c la dirislóne di radicaU qua- 

lunque , i ibid. 


Osservazioni sopra alcuni casi singolari del calcolo dei ra- 
dicali ■ 209 


Determinazione del prodotto — a X Jj^ — a » ^ 

Delle diverse espressioni del prodotto ^ a X ^ l> > 
Nota anile radici immaginarie di — 1 , ^ “ 


ibid. 

211 

“512 


Del calcolo degli esponenti frazionari , 


213 


Come se ne conchiodano le regole medesime date dpi calcolo dei 
radicali , , . . . ibid. 

In che consiste il vantaggio eh' esso ha sopra di quest’ ultimo , 210 

Teorica generale delle equazioni , 217 


Sotto qual forma si pongano le eqtiazioni , ibid. 

Che cosa sia la radice di una equazione , 218 

Proposizione fondamentale di questa teorica, ibid, 

Delie scomposizione delle equazioni in fattori semplici ossia di 

Pcimo grado » ’ _ 220 

Del numero dei divisori di primo grado ebe può avere no' e- 

quazione , ^ 222 ~ 

Nola sulla divisibililà dei polinomi interi , ibid7 

Della composizione di un’eqnazione conTallori semplici ovvero 
‘ di primo grado, ' ■ ^ 223 
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Forroaijlone de’coelBcienti di nna eggazione, facciata 323 


iVofa sulla composizione delie equazioni , 

5M 

Quanti fattQri_di un dato grado possa avere on’ equazione , 

2M 


J)eW eliminazione tra equaziofii di gradi fuperiori al 
primo , ‘ 227 


Col mezzo di una sostituzione del valore di una delle incognite, ibid. 
feenola per eliminare un radicale , 228 

Formole generali delle equazioni a dite incognito , e come si met- 
' tano sotto |a forma di equazioni ad una sola incognita , ibitf. 

Eormole d* elimlnazibne tra dlie équàzionl di secondo grado , 229 

Condizione alla quale debbono soddisfare I valori di una stessa 
incognita , comune 8 due equazioni , ' ’ 23Q 

Colpe la ricerca del comun divisore dj due equazioni conduca al- 
fcliniinazione dj una delle incognite , 231 

Ciò che bisogna fare allorché si é ottenuto |l valore d| una delle ^ 
incognite nell' equazione finale , per trovare quello dell'altra 
incognita 4 ibi^, 

Metodo per, eliminare un' incognita tra due equazioni qualunque, 23‘2 
Casi singolari nei quali la equazioni proposte lasciano la quistio- 
ne iodetérminata , oppqre sono contradiltorie , iòid. 

Metodo che Eiiler sostituisce alla ricerca del comnn divisore , 234 

inconvenienti deU'eiiminazione successiva delle incognte, allor* ^ 
chè si hanno più di dna equazioni , ed indicazione del grg* 
do al quale deve montare l' equazione Anale, 239 

Pella ricerca delle radici commensurabili , e delle radici 
' uguali delle equazioni numeriche , 240 


Ogni equazione c|ie ha per coeQcienti numeri interi , quello del 
' primo termine essendo 1 , non può avere per radici che nu‘ 

meri interi , o numeri incommensurabili , ibid. 

Maniera di fare sparire le. frazioni da una equazione, 2it 

Illcerca dei divisori commensurabili del primo grado , 2 W 

Maniera di ottenere l'equazione le cuj radici suno le diiferenze 
fra dna delle radici delia proposta e tutte le altre , 24 9 

Ricerca delle radici uguali 4 ' ■ 250 

Formazione dell' equazione alle differenze tra le radici prese a 
due a due, e dell'equazione ai quadrati', dj giyste differenze, 253 
Mezzo per eliminare un termine qualunque da un' equazióne , 258 

Della scomposizione delle equazioni in fattori di un grado supe- 
riore al primo ■ . ■ 

Pella risoluzione per approssimazione delle equazioni nu- 
metriche , 258 

Come si possa conoscere che uu'equazione abbia una radice reale 
compresa Ira dne numeri dati , ibid 
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Wota Bopra I cangiamenti di valore del poliootiil, facciata 260 

Dcierminazione di un Dumero eira rende il primo termine mag- 

giore della somma di (atti gli altri , 262 

Ogni equazione di grado dispari ha per lo meno una radice reale 
di segno contrario al sno aliimo termine , 265 

Ogni equazione di grado pari ha almeno due radici reali e di se- 
gno contrario , allorché il suo ultimo termine è negativo, ibid. 

Determinazione dei limiti delle radici in un esempio , 266 

Applicazione del metodo di Newton a questo esempio per ap - 
prossimare le radici di una equazione , 267 

Caratteri con i quali si giunge a conoscere il grado d' appressi- 
mazione che si è ottenuto , 268 

Inconveniente di questo metodo allorché le radici differiscono di 

iVoto sulle radici ugnali e sulle radici immaginarle > 270 

Come si accerti I' esistenza delle radici reali ^ disuguali , sia col 

mezzo dell’ equazione ai quadrati delle differenze delle radici, 271 

^sia moltiplicando le radici per numeri più o meno grandi, aT4 

Uso della divisione delle r^ici per facilitare la risoluzione di nna 
equazione di cui i coefficienti sono numeri troppo grandi , 275 

Metodo d' approssimazione dovalo a Lagrangia, ibid. 


Delle proporzioni , e delle progretsioni , 280 


Principali proprietà dell’equidifferenza e della proporzione , 

281 

Cangiamenti ai quali possono essere sottoposte le proporzioni , 

“581 

Della progressione per differenza , 

“287 

Termine generale , 

“288 

Somma. 

“288 

Della progressione per quoziente , 

290 

Termine generale , 

291 

Somma . 

ibid. 

Delle progressioni per quoziente ,la coi somma ha nn limite de- 


terminato . 

292 

Maniera di dedurre tutti i termini di nna progressione per quo- 


zienle dall’ espressione della sua somma , 

294 

Divisione di m per m — 1 , continuata all’ inOoito , 

“295 

In quali casi il quoziente di questa operazione sia convergente , e 

possa esser preso pel valore approssimato della fraziono - ■ — - , 

296 

Che cosa sieno le serie divergenti , 

299 

— la tommaxione delle serie , 

ibid. 

Teorica delle qnantità esponenziali e dei logaritmi, 

300 

Del legame che hanno fra loro le diverse maniere di calcolare . i 

ibid. 

Conseguenze notabili che risultano dalla generazione dei numeri 


mediante le diverse potenze di un numero solo , 

302 

Che s’ intenda per un logaritmo , per una buie di logaritmi . 

303 

Maniera di calcolare le tavole dei logaritmi. 

“504 
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^lozioni preliminari »ul piitsaggio doli' Aritmotinà all’Aljjl-bra j 
spiegazione ed uso dei segni algebrici i 


1 . Ilei Trattata elementare di Aritmetica si è dòvùto ceN 
tamenle notare , che la risoluzione di parecchie quistioni si 
compone di due parti; delle quali l'una ha per oggetto d’in'> 
vestigare a quali delle quattro operazioni fondamentali si rife- 
risce la determinazion del numero ignoto per mezzo dei nu- 
meri dati, e r altra, I’ applicazione di queste regole. La primd 
parte, indipendente da qualunque maniera di scrirere i numeri 
e da qualsivoglia sistema di numerazione, versa tutta sullo svol- 
gimento delle conseguenze che discendono esplicitamente o im- 
plicitamente dall* enunciato, 0 dal modo col quale questo enun- 
ciato lega i numeri cogniti ai numeri incogniti, cioè dalle re- 
lazioni che esso stabilisce tra questi numeri. In generale. aN 
iorchè tali relazioni non sono punto complicate, si può trova- 
re il valore dei numeri incogniti col nudo ragionamento. A tal 
fine bisogna scomporre le condizioni comprese nelle relazioni 
enunciate , traduccndo queste relazioni in una serie di frasi 
equivalenti, delle quali I' ultima dev’ esser concepita in questi 
termini : L' incognita eguaglia la somma, o la differenza, o il 
prodotto, o il quoziente ec., di tali e tal' altre grandezze. L'e- 
sempio seguente rischiarerà lutto ciò che queste nozióni ge- 
nerali potessero contenere di oscuro. 

Dividere un numero dato in due parli tali , che la prima 
superi la seconda (f un dato eccesso. 

Per riuscirvi , si osserverà , l.“ che 

La parie maggiore i uguale alla minore, più V eccesso dato, 
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e che, per consegoenza, so la parte minore fosse cogniU, flg* 
giungendovi quest'eccesso, olterrebbusi la maggiore: 

^ 2.“ che 

£a parti maggiore unita alla minore forma il numero da 
dividersi. 

Sostituendo in quest’ ultima frase allo parole : la parte 
maggiore, l’espressione equivalente riportata di sopra , cioè : 
la parte minore , più l' eccesso dato , si trova che 

La parte minore, più l’ eccesso dato, più ancora la parte 
minore formano il numero da dividersié 

Ma allora la frase può essere abbreviata, enunciandola cosii 
Due volle la parte minore una con ( eccesso dato formano 
il numero da dividersi ; 
u se ne conchiiide necessariamente che 

Due volle la parte minore è uguale al numero da dividersii 
diminuito deir eccesso dato } 
dunque 

Una Volta la parte minore è uguale alla metà della diffe- 
renza tra il numero da dividersi e l' eccesso dato , 

' Ovvero , ciò che torna lo stesso. 

La parte minore è uguale alla metà del numero da diai-' 
dersi . meno la metà dell' eccesso dato. ' 

Ecco dunque risoluto il problema proposto, giacché, per 
ottener le parti cercata, non bisogna fare che operazioni pu- 
ramente aritmetiche sopra numeri cogniti. ^ 

Se, per esempio, il numero da dividersi fosse d, e tee* 
cesso della parte maggiore sulla minore, 5, la parte minore sareb- 

be, giusta la regola trovata di sopra, eguale a 2 meno ^ , or- 

4 

vero a - , 0 finalmente a 2 ; e la maggiore , composta della 

A 

minore più 1’ eccesso 5 , sarebbe uguale a 7. 

2. I ragionamenti , semplicissimi nel problema proposto 
qui sopra, ma complicatissimi in altri, componendosi, ingene- 
rale, d’ un certo numero di espressioni, come aggiunto a, di- 
minuito di, è uguale a. ec., ripetute frequentemente, e dipen- 
denti dalle operazioni per le quali te grandezze che entrano 
nell'enunciato del problema, son legate tra loro, egli è chiaro 
che sarebbero abbreviati di molto, rappresentando ciascuna di 
questa espressioni con un segno: or questo appunto si fa , e 
nel modo che segue. 

Per indicar 1' addizione si fa uso del segno -f- , che si- 
gnifica più. 

Per la sottrazione s’adopera il segno —, che significa tneno. 
Per la moltiplicazione s’ impiega il segno X > che signir 
fica moltiplicato per. 

Per indicare che due quantità debbono esser dìTise l’ una 
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per r altra , si pope la seconda sotto ia prima , e si separano 
con una iioea : cosi significa 5 diciso per 

Finalmente per dinotare che due quantità sono egnali, ai 
pone tra le loro espressioni il segno =; , che significa eguale. 

Queste abbreviazioni, benché rilevantissime , non sono per 
- anco bastanti, perocché rimane a ripeter sovente i( numero da 
dividerti, il numero dato, ee., la parte minore, il numero cercato, 
ee. , le quali parole allungan di molto il discorso. Intanto, 
riguardo alle quantità date, lo spediente che si é ofTerto il pri- 
mo . ò stato quello di prendere , per rappresentarle , numeri 
individuati che servan d'esempio, come si pratica in Aritme. 
tica; ma (a cosa non essendo possibile rispetto ai numeri in- 
cogniti, fu ad essi sostituito un segno di convenzione, il qtia- 
le ha variato col tempo. Finalmente si è convenuto di adoperare 
le lettere dell'alfabeto; quasi sempre si fa uso delle ultime , 
come appunto in Aritmetica si mette un x per il quarto termina 
d' una proporzione, della quale non si conoscano che i tre pri- 
mi: nell'usQ di questi segni, o sia nella considerazione generale 
de’ numeri, sta riposta la scienza che dicesi Aisbbrà. 

Avvalendomi di questi mezzi , riprendo il problema del 
n.° 1., e rappresento l’incognita, cioè il numero minore, con 
una lettera, con x, per esempio; il numero da dividersi e l'ecces- 
so dato coi due numeri 9 e 5; allora la maggiore delle parti 
cercate sarà espressa da g: C U loro $>omma da 

si avrà dunque 

aj + 5 + « = 9 j 

e scriveiido pel doppio della quantità ee , ne risulterà 
2« + 5 = 9. 

Mostrando questa espressione che bisogna aggiungere 5 al nu- 
mero per aver 9 , ne conchiuderò che 2ar = 9 — & , ov- ' 

A 

vero che = A , e che finalmente se ~ 

Confrontando ora il significato delle frasi abbreviale, scrit- 
te per mezzo dei segni convenuti , con quelle che mi han 
condotto alla risoluzione col solo ragionamento, si vedrà che 
le prime non sono che la traduzion delle altre in linguaggto 
algebrico. 

fi niimoro 3, risiillamento delle operazioni precedenti, non 
conviene che all’ esempio particolare che ho scelto ; laddove 
il nudo ragionamento, insegnando che la parte minore è uguale 
olla metà del numero da dividerti, meno la metà delF eccesso da- 
to, fa vpdere come il numero incognito si compone coi numeri 
dati, e somministra una regola, per mezzo della quale si pos* 
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inn risolvere tulli i casi particolari compresi nel problema 
enuncialo. 

Questo varitaggio flel ragionamento impiegato solo, dipen» 
de da ciò , che non indicando alcun numero in particolare , 
i numeri dati passano senz’ alterazione da una frase all'altra, 
mentre considerando numeri determinati, si effoltuanQ, a mi^ 
aura che si presentano, tutte le operazioni sopra questi nume* 
ri ; e quando si è ottenuto il risultamento , non resta alcuna 
traccia del come il numero 2 , al quale si può giungerà con 
un' infinità d’operazioni dilTerenti, sia stato formalo per mezzo 
dei numeri dati 9 e 5. 

3- Si eviteranno questi inconvenienti rappresentando tlnu* 
mero do dividerti e V efcetto dato con caratteri indipendenti da 
qualunque valore particolare , o sopra i quali non si ppssa 
per conseguenza effettuare alcun calcolo. Le lettere dell'alfa- 
beto sono attissime a quest'uso; ed il problema proposto può 
per mezzo di esso enunciarsi cosi : 

Dividere un numero cognito , rappresentalo da a , in due 
farti tali, che la maggiore abbia sulla minore un eccesso dato, 
rappresentalo da b. 

Dinotando tuttavia la parte ininore con x , 

La maggioro sarà espressa da ir + 6 , 

La loro somma , o il numero da dividersi, sarà equiva^ 
lente ad ig + ® . ovvero a 2a: + ò ; 

La condizione dql problema darà dunque 

2x + 6 = a. 

Ora è manifesto che se bisogna aggiungere al doppio di», 
ovvero a2ir. la quantità b. per fare la quantità ó. ne risulta 
che bisogna diminqiro 0 di b per ottenere ^x, 0 che per con? 
segneoza 2x=a — b. 

a b 

Va elò si copchiudetà ebe la metà di 2x, ovvero ap=^—- • 

• s 

Quest’ ultimo risullamenlo, essendo tradotto in linguaggio 
ordinario , mediante la sostituzione delle parole p delle fraisi 
che sono indicate dalle lettere e dai segni che esso contiene, 
somministra la regola trovata di sopra , giusta la quale , per 
gttener la minore delle parli cercate , si dee dalla metà del nq- 

mero da dividersi, cioè <(o ^ , togliere la melà disili eccesso <iafOt 

Conoscendo la pgrle minore , si formerà la maggiore ag- 
giungendo alla minore l'eccesso dato. Questa osservazione e 
supìcjente per poir di Risolvere il proplppia proposto ; 
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l’Algebra dà di più; essa somministra una regola per calcolar 
la parte maggiore seqza il soccorsq della minore, ed ecco cq- 
ab 

’ 2 ~ 2 ' valore di quest’ ultima , aumentandolo 

deir eccesso b , si avrà per la parto maggiore ^ ~ + 6 ; 

Il 5 - 

lolla da^ la metà di 

6 . bisogna aggiungere al resto il b tutto iqtero , ovvero duq 

metà di 6 ; il che importa aumentare ^ d' una metà di b , 

ovvero di|. Risulta da ciò che|- I + ft sì riduce ad 

a b 

' 2 ’T" 2 ' ® Iraducendo quest’espressione in linguaggio ordina' 

i !? ^‘•9/ore deUt du» parti etreaU èuguah 

alla meta del numero dadmdent.aggtmtavih metà del dato eccesso. 

Nel problema partmolare, ài cui mi sono occupato in pri- 
mo luogo . Il numero da dividersi era 9 . e l’eccesso d’unà 
parte su I altra, 5 ; ara por risolverlo eolie règole alle quali 
siamo ultimamente pervenuti, bisognerà eseguire spi numeri 9 
e 5 le operazioni indicate su di a e sU di ù, < 

9 s 

Or essendo ^la metà di 9, e | quella di 9, per lapap-. 
te minore si fvr^ 

e per ]| maggiore 


2 2 2 


8 4 . 5 _ , 

2 "^2^1"“’' 

^ parti, e 

n ho dedotto la maggiore ; se si volesse cercare direttamente 
quest ultima, si osserverebbe che dinotandola con ar 1’ altra 
sarebbe a-ft; perocché si passa dalla maggiore alla 'minore 
tog iendo 1 eccesso della prima sulla seconda ; il numero dà 
^'*1.. MteW» .llo„ e,p,e.„ da « - , “"w d. 

b, e SI avrebbe per conseguenza 
n I • . — b = a. 

Questo risultameoto fa vedere che 2« supera la quantità o 
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f »er la quantità 6, c che in conseguenza 2a?=a-{-6. Prendendo 
a metà di 2x e della quantità che I’ è uguale , per avere i| 
valor di ^ , si ot|iene 



il che dà , per calcolare lo maggioro delle due parli cercale, 
la medesiipa regola trovata di sopra, ^(on tni tratterrà a de- 
(jurne l’espressione della minore, 

La stessa relazione tra numeri dati e numeri incogniti 
pnà essere enunciata in più maniere digerenti; quella che ha 
dato luogo al probleiqa preqedcnte , risulta ancora dall' enun* 
ciato che aegue : 

Conoscendo la somma a di due numeri e h for differenza 
h, trovare ciascuno d* questi numeri; perchè, in altri termini, 
|l numero da dividersi à la sonama delle dqe parli cercale, e 
|a lor dilpsrenza ò l'eccesso della maggiore sulla minore. Ora 
se nelle regole trovate di sopra s’ introduce il cangiamento 
avvenuto nei termini dell' enunciato, esse si muteranno in que- 
st' altre. 

Il minore dei due numeri (creati è uguale aHa metà delta 
for somma , msno la metà della toro differenza ; 

7) maggiore è uguale alla metà della loro sommo . p<ù la 
pietà della lor differenza. 

5. ^cco qn pro|>leme analogo al precedente , ma un po 
più complicato, 

Dividere un numero dato tn ire parti tali, che l'eceeuo tkl- 
h media tulla minore sia un numero dato, e l'eccesso della mag- 
giare sulla media sia un altro, numero dato,. 

Per fissar le idee darò, primieramente ai numeri oognilt 
valori determinati. 

Supporrò che i| numero da dividemi sia 23Q . 

Che l'eccesso fielU parto media sulla minore sia 40 , 

Che l'eccesso della parte maggiore sulla media sia 6Q. 

Indicando la parte minore con o( , 

La media sarà la minore più %Q . ovvero a; -f- ItO , 

E la maggiore sarà la media più 60, ovvero a; -j- + 60* 

Ora le tre parti unito insieme debbono fare il numero, da di- 
yii^ersi ; dunque 

^ riunendo da una parte ì numeri dati, odali’ altra i numeri 
incogniti, X si troverà 3 volte nel risu.ltamoQto i dunr^ue per 
cooipoodio $i scriverà 

. 3« + 140 = 230 
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Ma poiché bisogna aggiungere l&O al triplo di x per fare 230, 
ne segue che togliendo 140 da 230 , si avrà precisaoiente il 
triplo di. X , o che 


ovvero che 


3i? =5* 230 — 140 , 
So; = do } 


0 da ciò segue che x = cioè =3 30» 

ó 


Aggiungendo a 30 l’ eccesso 40 della inedia sulla parte 
minore , si avrà 70 per la parte media. 

Ed aggiungendo a 70 I’ eccesso 60 della parte maggiore 
sulla media , si otterrà 130 per la parte maggiore. 

0. Se i numeri cogniti fossero diiterenti da quelli posti 
nell' enunciato , si risolverebbe pure il problema , seguendo 
la via tracciata nel paragrafo precedente ; ma sarebbe allora 
necessario dì ripetere tutti i ragionamenti e tutte le operazioni 
posti in Uso per giungere al numero 30, poiché nulla fa Vedere 
come questo numero si formi per mezzo dei numeri dati 230 t 
40 e 60. Per render la soluzione indipendente dai Valori parti* 
colarì dei numeri , e per far vedere ad un tempo come il va* 
lor dell* incognita si formi per mezzo delle quantità cognite , 
enuncierò il problema io questo modo : 

Dividere un numero dato a tn tre parti tali , che V eecetso 
della media ruffa minore eia un numero dato b , e f’ eccesso del- 
la maggiore sulla media sia un nutHero dato c. 

* Chiamando , come sopra , x la quantità incognita , c seri* 
vendo coll' aiuto dei segni convenuti e dei simboli a , 6 , c , 
che rappresentano le quantità cognite del problema , i ragio- 
namenti fatti precedentemente sopra i numeri , si formerà 
di nuovo 

la parte minore x i 
la media x -{- ò , 
la maggiore x -f- 6 -f* c ; 

e la riunione di queste tre parti dovendo comporre il Damerò 
da dividerai , bisognerà che 

x-{-x + 6-l-x-l“6-)-c = a. 

Questa espressione , per quanto sia semplice , può anco* 
ra abbreviarsi ; poiché siccome essa fa vedere che X entra tre 
volte nei numero da dividersi , e b due volte , cosi io vece 
di X -f- X -f- X si scriverà 3x, ed in yeco di 6 ò l’ espre»* 
Siene equivalente 24 , e si otterrà 

' 3x -f- 26 c = 0 . 
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Que«ta ultima espressione fa conoscere che biso|;na ag* 
giungere al Uiplo del numero rappresentato da x il doppio del 
numero rappresentato da 6 , ed oìlraceiò il numero rappresen- 
tato da e , per formare il numero a ; laonde , se dal numero 
a si toglie il doppio del numero 6 , e poi ancora il numero 
e , si avrà precisamente il triplo di x { dunque 

3^ = 0 — 2ò e 

ora essendo z il terzo di tre volte x , cioè di 3jc , si cdn- 
cbiuderà che 

a — — c 


Or qui si noti che non avendo assegnato alcun Valor 
particolare ai numeri rappresentati da a , 6 , c , neppure il 
risultamento a cui siam giunti dà alcun valor particolare 
per X ; esso dinota soltanto quali operazioni bisogna faro su 
questi numeri . allorché si assegna loro un valore , per de- 
durne quello del numero incognito. 

Infatti r espressione ^ e , cui * è uguale, 

3 

può esser tradotta nel linguaggio ordinario , scrivendo in luo- 
go delle lettore le denominazioni dei numeri cogniti da esse 
rappresentati , ed in vece dei segni 1' enunciazione delle ope- 
razioni che essi indicano | si formerà cosi questa frase : 

Dal numero da dioiderii $i tolga il doppio dell’ eccesso del- 
la parie media sulla minore , éd inoltre l' eccesso della maggio- 
re sulla media , e si prenda il terzo del resto. 

Seguendo questa frase letteralmente , si determinerà la 
parte minore mediante le prime operazioni dell’ Aritmetica. Il 
numero da dividersi sia , per esempio , 230 . e gli eccessi 40 
e 60 , appunto come nel n.” antecedente i per determi- 
nar la parte minore si toglierà da 230 due volle 40 , cioè 80. 
e 60, e rimarrà 90 , di cui il terzo , cioè 30 , sarà la parte 
minore cercata , come di già si è trovato. 

Che se il numero da dividersi fosse 520 , e i due ecces- 
si 50 e 120 ; si sottrarrebbe da 520 il doppio di 50 , cioè 
100 , e 120 ; rimarrebbe cosi 300 , il cui terzo . 100 . sa- 
rebbe la parte minore ; si troverebbero le altre due parti ag- 
giungendo 50 a 100 , il che farebbe 150 , e poi 120 a que- 
sto risultamento , il che darebbe 270 ; in tal modo le parti 
cercate sarebbero 

100 , 150 , 270 , 

e la loro somma formerebbe 520 , come richiede il problema. 

I risultamenti algebrici adunque noa sono il più delle volte 
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elio r tml'cazione di operazioni a farsi su qumeri dati per 
trovanio altri ; eppcrò appcnangi formale. 

Questo piobletna, bem liè p;ù comp'jcato di queijo dj(jl n.“ 
1 ., può ancora csseru risoluto col linguaggio ordinario'; ci^ 
rendesi manifesto dall’ annessa Tavola, ove accanto a piascun 
ragioqamentp si ò posta la sua traduzione io cai'atteri alge- 
brici. Lt usamp attento di cotesto (juadro non dee la^cia^e al- 
cun dubbio sull' utilità deli' Algcl>ra ■ 0 pircostaQzp dpli^ 


sua inypn^ionp. 


* 


9 
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Dunque UBalmeale la parte minore è ugnale al terzo di ciò che resta 
to^endo dal numeao da dividersi due volte l'eccesso della media sulla 
minore, e l’eccesso della maggiore sulla media. 


fe L È H k H t t 



Dividere un numero in tre parti in modo, che l' eccesso della media sulla miaore sia un numero dato 
che l'eccesso della maggiore sulla media sia un altro numero dato. 
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7. I sega! convenuti nel n." 2 non sono i soli di cui l'Al- 
gebra si serve : nuove considerazioni introdurranno in seguito 
•nuovi segni. Si è già dovuto osservare che per indicar nel n." 
2 la moltiplicazione di x per 2 , e nei n.‘ 5 e 6 quella di x 
per 3. e di b per 2, ho posto solamente queste cifre avanti 
le lettere x e h seni' alcuna interposizione di segno, e cosi fa- 
rò d' ora innanzi ; di mudo che ogni numero posto alla sini- 
stra d' una lettera sarà moltiplicatore del numero da questa 
rappresentato : cosi le espressioni 5x , Sa , ec. indicheraono 5 

. 3 

volte X, cinque volte o, ee. ; o l'espressione cqui- 

, 3a» 3 

valente-^ , cc* indicheranno i di » , ovvero 3 volto x 

diviso per h , ec. 

In generale la moltiplicazione si dinoterà d'ora in poi po- 
nendo i fattori di seguito gli imi agli altri senza alcuna frap- 
posizione di segno , tutte le volte però che non possa risul- 
tarne confusione. 

Cosi lo espressioni ax , ht , ec. saranno equivalenti ad 
a X a; , 6 X c . ec.; ma non si potiù mai fare a meno del se- 
gno X allorché si tratterà di numeri, perchè allora l'espressio- 
ne 3 X 3 , il cui valore è 15, divenendo 35 per l' ommission 
del Segno X i cangerebbo interamente di significato. In questo 
caso suolsi anche sostituir sovente un punto al segno X > o 
si scrive 3. 5. 


Dellt Equaziani. 

8. Esaminando attentamente la risoluzione dei problemi 
enunciati nei n.' 3 e 6, si troverà composta di due parti ben 
distinte. Nulla prima si esprimono mediante i caratteri alge- 
brici le relazioni che l’enunciato del problema stabilisce tra le 
quantità cognite e le quantità incognite ; e ciò conduce ad 
eguagliare due quantità tra loro , cioè : 

Nel n.° 3, le quantità 2 j; 6 ed a , 

Nel n.° 6, le quantità 3x -f- 26 + c ed a. 

Indi da questa eguaglianza si deduce una serie di conse- 
guenze, le quali menano fìnalmcnte ad uguagliar l'incognita x 
ad un aggregato di quantità date, counease tra loro per mez- 
zo di operazioni die si sanno eseguire : ed è questa la se- 
conda parte della risoluzione. 

Le due parti indicate, si ritrov.mo in q<iasi lutti i proble- 
mi che s’appartengono all'Algebra. Egli è difficile il dare, al- 
inen per ora , una regola in virtù della quale si possa effet- 
tiiare la prima parte , quella cioè , che ha per oggetto di 
esprimere in caralt'eri algebrici le condizioni della quistione. 
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Kt riuscirvi, è meslicri fimiiliarizzarsi colla scrittura algcbri< 
ca, cd acquistar l'abitudine di scomporre l'onunciato di un pro- 
blumà in tutto le sue circostanze, si csplicilti , din implicite. 
Ma quando si giun^o a rormaro i dtic mmieri , elio la tjuistio* 
tié siippotlo uguali fra loro ; pòtrassi coti dmlnmcnti riietodici 
dedurre da questi espressione algèbrica il valore dell' incogni- 
ta, e ciò forinà l’oggetto della seconda parte della risoliizione. 
Ma prinia di M conoscere questi metodi . spiegherò il signi- 
fìcato. di aletmé dehominazioni usate dagli Algebristi d til uopo. 
Equazione è I' uguaglianza di due quantità. 

L’ aggregato delle quantità che stanno da una mèdeSiiiia 
parie del Segho — , dicèsi mtràbro ; ogni equazione Ha diia 
tnemliri. 

Qnèlló elio Sta a sinistra si chiama il jpritnó lAevibro, l'al- 
tro 6 il fecondo. 

Nell’ »*quasiohe 2at -p-6 = a, 2a?-f-6 6 il primo àieihbro', 
à è 'tl secondo membro. 

Le quantità che compongono uri medesiiiiò membro , a|- 
Ibrcliè vengono separato dai segiii-f-o — , ài chiamano lermini. 

(]n-i il primo membro dell’ equazione 24; 6 == a con- 
tiene due teriiiini , è sòno : 24: c A. 

L’equazióne 8i: — l'2 hà dub tènuidi In cià* 

Icun do’ suoi membri , cioè -• 

3 , ■ • 

X e -f- 7 rtel primo, 84: é — 12. nel Secóndo; 


Qiiantunt|iio abbia io preso a càsó , e solò per servir 

3 

tì’ oserrtpió , 1’ oqnazione jj;- a; -f 7 =8x — l2, puro ossa , al 


pari éi tiilto lo altro dì ciiì farò parola in appresso, dev’osser 
riguardata cóme proveniente da Un problema , di ctii Si potrà 
sempre trovare lin'enUnciazione, tradUceiido id libgilaggió ordina- 
Ho 1’ equazióne proposta. Quella di cUi si llàtta ridUcesi à 

•3 

Trovare tìii numero x tale, che aggiungendó “ a»' <f» x ; 

ìa somma sia eguale ad 8 volte x meno 12. 

l^ari niente 1’ equazione ax -{• be — ex = àà — - bx nella 
l]uale té lettere a , b , c , rappresentano quantità cognite , 
corrispóndo alla quistioho seguente : 

Trovare tin numero x tale , che moltiplicandolo per «» ntt- 
mero dato a , poi aggiungendovi il prodotto de' due nuritéri dati 
b e c , e togliendo da guesla somma il prodotto del nùmero dat» 
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c pel numero t , abbiasi un risultamenio iguàle tìt prodotto dei 
numeri dee diminuito di quello dei numeri b A x. 

Coll' esercitdrsi molto a passare dal linguaggio ordinario 
alla «criltiira algebrica, od a Iradur questa nel primo , si per- 
verrà a familiarizzarsi coll’ Algebra . la cui dilncollànon con-» 
siste in altro che nella perfetta inlclligciiza dei segni , e neN 
r uso dei mcileSirni; 

nisotbefe Un’ cfjiiàziòne signiTica cavar da essa il valore 
dell’ incògnita , cioè ridurla ad un’ altra equazione, in un merli» 
bro della quale Si trovi la sola incognita , e tìeil’ altro lo sole 
quantità cognito. 

Le equazioni f! son divisò in più classi o gradi , perché 
i diversi problemi , che ponno aversi a risolvere , conducono 
ad equazioni più o meno compóste. ’Tratterem dapprima dello 
equazioni di primo grado. Si dà questo nothe alle equazioni 
nelle qtlali le incognite non son moltiplicate nè per so stesse» 
ne fra di loro< 


Della risoluzione delle equazioni di primo grado 
ad uiia sola incognita. 

0. Si è giA veduto che risolvtìrè (in^ equazione vuol diftì 
jniin^re ad unà espressione nella quale l’incognita sola io un 
li cmbro Sia eguagliata a quantità cognite . combinato tra loro 
per via di operazioni che si sappiano eseguire. Risulta da ciò. che 

equazione a questo stato , è necessario liberar 
I incognita dalle quantità cognite colle quali si trova combina- 
la : ora l’ incognita può trovarsi involta io tre modi diversi 
ira le quantità cognite : 

1 . Ì*er addizione e sottrazione . come nelle equazioni 


tfc -f- 5 = 9 — a i 
a 4- ar == ò — x\ 

éihii addizitìno 1 sottrazione 6 moltiplicazione , cotte 

nelle equazioni 

^ flf ■” 5 =3 Ì2 hx , 
ax — b=zex-^d\ 

ri» fer addizione , soltrdzione , ttoUiplicaalo- 

no e divisione , cotte nelle equazioni " 

« li 


ax 

T-htde- 
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Si sviluppa r incognita dalle addizioni e dalle sottrazioni, 
nelle quali essa entra colle quantità cognito , riunendo in un 
sol membro tutti i termini ove la medesima si trova ; e per 
questo fino è necessario sapere come si trasporti un termine 
da un membro all' altro. 

10. Per esempio , nell’ equazione 

1x — § = 1 2 “I* 4* 

bisogna Tar passare il termine kx dal secondo membro al pri> 
mo, ed il termine — 5 dal primo al secondo. A tale oggetto 
sj osservi che cancellando -|- ^x nel secondo membro, si vie- 
ne a diminuir questo della quantità ix , e che perciò bisogna 
operare la medesima sottrazione anche nel primo membro , a 
fio di conservare l’eguaglianza di questi due membri ; si scri- 
verà dunque ^ l^x nel primo membro . il quale diverrà 7x — 
5 — ; 0 cosi avrossi 

7x — 5 — ix = 12, 

Cancellare — 5 dal primo membro vuol dire sopprimere 
la sottrazione indicata di 5 unità ; ed in conseguenza vuol di- 
ro aumentar questo membro di S unità ; si dee dunque , per 
conservar l' eguaglianza , aumentar pure il secondo membro 
di 5 unità , ovvero scrivere -f- 5 io questo membro: esso di- 
verrà cosi 12 -{- 5 , e si otterrà 

7x Itx zs 12 -j- 5' 

Eseguendo le operazioni indicato, emergerà Qnalinento l’e- 
quaziooQ 

3* = 17. 

Da questi ragionamenti, che possono applicarsi a qualun- 
que esempio , si vede che cancellando in un membro un ter- 
mine afletlo dal segno + , il quale per conseguenza aumenta- 
va questo membro , bisogna sottrae questo termine dall al- 
tro membro , oppure scrivercelo col segno — ; che all’ incon- 
tro , quando il termine che sì cancella ha il segno — , sicco- 
me con la sua presenza diminuiva il membro in cui era, bi- 
sogna aumentar l’altro membro del medesimo termine, ovve- 
ro scriverlo in quest' ultimo col segno -f-. Si ricaverà da ciò 
questa regola generale : 

Per far postare un termine qualunque di una equazione da 
un membro all' altro , bisogna eantellarlo nel membro ore si 
trova , e scriverlo nell' altro con un segno contrario a quello 
che prima aveva. 

Per iiieltere questa regola in pratica , b;sogna osservare 
che quando il primo termine di ciascun membro non è pre- 
ceduto da niun segno , s’ intende che abbia il segno Cosi 
passando il termine ex dell cquazione letterale ax b = car -J- d 
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dal secondo membro nel primo, si avrà 
ax — b — ex = d ( 
passando in seguito il termine — b dal primo membro nel se* 
condo , verrà 

— cjf = d -4- 6. 

11. Per mezzo della regola precedente si possono innanzi 
tratto riunire in uno dei membri tutti i termini afletti dairin* 
cognita, e nell’altro tutte le quantità cognite; e sotto questa 
torma , il membro dove si trova I* incognita , può sempro 
scomporsi in due fattori , dei quali l' uno non contenga che 
quantità cognite , e l’altro la sola incognita. 

Queste abbreviazioni si presentano da sé stesse tutte le 
volte che i’ equazione proposta è numerica , e non contiene 
frazioni , perchè allora tutti i termini affetti dall’ incognita si 
riducono ad un solo. Se si avesse , per esempio, iOx-{-lx-^ 
3a; = 25 -|- 7 , eseguendo le operazioni indicate in ciascun 
membro , si troverebbe successivamente 

17« — 2ar = 32 . 

15a: = 32 j 

e siccome 15x si scompone nei due fattori 15 ed a;, si avreb- ‘ 
be il fattore incognito x , dividendo pel fattor cognito 15 il 
numero 32 , eguale al prodotto I5a; ; e risulterebbe 


32 



La scomposizione si fa alla stessa guisa nelle equazioni 
letterali della forma 

ax = be , 

perchè il termine ax indica immediatamente il prodotto di a 
per te ; e se ne conchiude 


bt! 



Sia ora 1’ equazione 

ax — bx-j- ex = ae — be , 

che contiene tre termini affetti dall’ incognita. Poiché ax , ix, 
ex rappresentano i prodotti rispettivi di x per le quantità a, 

^ ®*P*'^88ione ax — bx-\-cx tradotta in linguaggio or» 
dinario dà quesU frase : o Bb « 

, * • P^e$o prima tante volte quante unità sono t’n a 

e stalo tolto x tante volte quante unitd tono in b e<f af rissdta- 
mento e stata aggiunta la stessa quantità x tante volte qvqnU 
unita tono in c. _ _ . ^ 
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Seguo (la ciò , che in totalità l’incognita x si trova ri- 
petuta tanto volto, quante qnità sono nella differenza dei nu- 
meri a e 6, aumentata del numero c, vale a diro tante volto 
r^uanto l'indica il numero a — r b-^c : i due (attori del primo 
^eni^ro sono per cpateguenza a — b e ed ^ ; si ha dunque 

PC — be 
— b-fc' 

Questo ragionamepto, ci^e può applicarsi a qualqnque al- 
tro esempio • dimostra che dopo la riunione in ifn sol membro 
dei diversi termini a/feiti dall' incognita , il fattore che moHipli^ 
ca questa incognita, si forma di fattis Ip quantità che la molti- 
plieano isolatamente , riunite eoi segni ^i quqli efse ton pre- 
cedute ; e si ottiene poi l'incognita dividendo il meinbro tutto co- 
gnito pel fattore in quistione. 

jn virtù di questa regola requaiione px — 3o-=bc da 


be 



Parimente 1’ equazione x ax = c —d conduce ad 

e — d 


perché bisogna osservare d.ie la lettera x ess'-ndo sola . de- 
.V* esser riguardala coinè rnoltìplicata 4 >er \ uniti* Si vede cl al- 
tra parto che in ® -j- ax l'incogoita si trova contenuta una volia 
di più che in ax . ed in conseguenza moUijdi.c.ila per 1 a. 

12. È manifesto che se tutti i termini dell’equazione cou- 
icnessero un (attor comune , si potrebbe toglierò questo fat- 
tore senza turbar 1’ uguaglianza ; perocché non si farebbe che 
dividere por un medesimo numero tutte le parti delle due 
.quanliià che si suppongono eguali tra lo;o. 

Sia per esempio 1’ equazione 

6aba; — 96cd = i2bdx -f- ISatc. 

Osservo primieramente che i numeri G , 9 , 12 c IS son 
divisibili per 3 ; e togliendo questo fattore , non farò che pren- 
dere il terzo di tulio Jo quantilù che formano l’ equazione ; 
avrò , dietro qqesta riduzione , 

2ab* — Zbei = kbdx -f- 5ab,c , 

perciocché se i tutti sono eguali, le loro terse parti sono an- 
cora uguali, . . • ■ 

Osservo in seguito che la lettera b, combinata in ciascun 

termino per via di moltipUcaiioue , indie* comune 
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a tutti questi termini; si toglierà ilunquo anche questa, e verrà 
2 oìt — 3cd ss kdx 5ac. 

_ Ed applicando a quest’ ultima equazione le regole dai 
n.' iO e 11, su DO dedurrà succcssivameute 

2aa: •— kdx = 5ac 3cd, 

8oc + 3rd 
-lu — tui ' 


13. Si passi ora alle equazioni noi cui termini si trovano 
divisori. Ouanlu volle 1' incognita non entra nei denomin.ato- 
ri , potrebbero ad esso immid'.atamente applicarsi lo regolo 
precedenti ; ma spesso torna più conto di ridurre tulli i ter- 
mini allo stesso denominatore, il quale puossi ommeltcro dopo. 

Sia , per esempio , 1’ equazione 



h.T 

+ 4= +12- 

o 



i 


Si osserverà <?be TAritniptica somministra Io regolo per 
ridurre le frazioni al medesimo denominatore, o per converliro 
gl’ interi in frazioni di dato denominatore ( yln7m. CO, 67 ), o 
si trasformeranno in virtù di queste regolo in frazioni del mede- 
simo denominatore tutti i termini dell’ equazione proposta. 

£ cominciando primieramente dallo frazioni, che sono 


2x hx 

T’ T’ V’ 

lo si cangeranno , con la prima delle citato regole , io 
5 X 7 y 2a! 3 X 7 X Va? 3 X 5 X 5® 

3X5X7’ '3X5X7’ 3x5x7’ 


indi per converliro gl’ interi 4 c 12 in frazioni, altro non do- 
vrà farsi che moltiplicarli per il denominatore comune dello 
frazioni , cioè , per 3 X 5 X 7 , o si avrà pei numeratori 

3X5X7X4. 3X5X7X12. 

Rimettendo ora tutti questi termini nell’ equazione proposta , 
essa diverrà 


5 X 7 X 3 X5 X 7 X 4 

3X5X7”^ 3X5X7 


3 X 7 X 4.T 3 X 5 X 7 X 12 3’X 5 X 5ar 

“3X5X7 + "3X5X7 3x5X7’ 

3 
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e si potrà mandar via dalla medesima il denomioalorc cotiuiiie 
a tutti i suoi termini, peiclu; non si farà con questo che mol- 
tiplieare tutte le sue parti per esso denominatore (^ri/in. 54). 
il che non turba I’ uguagliaiua. Tolto queslo deuominatore , 
verrà 


5X7X 2ar + 3X5X7 X4 

= 3X7 X4x + 3X5X7X 12-3 X5X5«, 


ovvero , eseguite le moltiplicazioni , 

70® + 420 =84® + 1260 — 75® , 


equazione senza denominatori, dalla quale si ricaverà il valore 
di ® colle regole precedenti, 

L* esame del risultamento testé ottenuto, ed anche la sola 
applicazione delle citate regole d’ Aritmetica . mostra ad evi- 
denza che , per liberare un’ equazione dalle frazioni , convitn 
moltiplicare il numeratore di ciascuna frazione per il prodotto dei 
denominatori di tutte le altre, ed i termini interi per il prodotta 
di tutti i denominatori; e non tenere alcun conto del denomina- 
tore comutee delle frazioni che ne risultano. 

L'equazione 70®+ 420=84® + 1260—75® diviene sue* 
cossivamente 


70® + 75o:-84® = 1260 — 420 , 
61® = 840, 

840 _47 

01 


Nella stessa guisa si eliminano le frazioni dalle equazioni 
letterali, osservando solo che allora non si possono che accen- 
nare le moltiplicazioni, le quali si eseguono quando si tratta di 
numeri. 

Sia , per esempio , l’ equazione 


o® dx . fa 


se De ricaverà 

eh X ax -r beh y, e = bh X dx -{• be X fg , 

risultamento che può essere scritto con maggior semplièi* 
tà , ponendo , giusta la convenzione stabilita nel n.® 7 , di 
seguilo gli uni agli altri , senza interposizione di segno , i 
fattori di ciascun prodotto , e invertendo l’ ordino della mol- 
tiplicazioni per conservare 1' ordino alfabetico , che facilita la 
pronunzia delle lettere : verrà allora 

aehx ^ beeh = bdhx + befg , 
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da cui si conchiuderà 

athx — bdhx s; btfg -f* bceh , 
befg bceh 
aeh — bdh ' 


H. Quantunque non possa assegnarsi alcuna regola ge< 
perale e precisa per formare I' eqiiaaione relativa ad un pro- 
blema qualunque , vi è tuttavia un precetto , la cui applica- 
zione , ben intesa > non mancherà d> condurre al Gne pro- 
posto. Ecco il precetto ; 

Indicare col mez;ae àei timboli algebrici euìle quaniilà co- 
gnite, rappresentale sia da numeri, sia da lettere, e sulle quan- 
tità incognite rappresentate sempre da lettere , i medesimi ra- 
gionamenti e le medesime operazioni che bisognerebbe eseguire 
per verificare i valori delle incognite , se le medesime fossero note. 

Per porro in atto questa regola , bisogna dapprima deter- 
minare con ogni diligenza quali sono le operazioni che 1' e- 
punciato della quistione contiene, sia esplicitamente, sia impli- 
citamente ; ma in cià appunto è riposta tutta la difTicoltà di 
mettere in equazione un problema proposto. 

Ecco ititanto alcuni esempi per mostrare l' applicazione del 
precetto dato di sopra. Ho scelta i due primi fra le qiiistioni 
risolute in Aritmetica, ad oggetto di porre sott’ occhio la facilità 
che la scrittura algebrica arreca allo svolgimento degli enunciati. 

I. ° F abbiano due fontane , delle quali la prima versando 

$oia , riempia una seria vasca in ore 2 ^ , e la seconda riempia 

^ 3 

la stessa vasca , versando anche sola, nella spazia di ore 2 ^ ; 


guanto tempo sarà egli necessario perché la slessa vasca sia ri- 
piena dalle due fontane versanti simultaneamente ? 

So il tempo cercato si conoscesse, egli è chiaro che verreb- 
be sottoposto alla pniova in questo modo : si calcolerebbero 
le quantità d’ acqua versate in quel tempo da ciascuna fonta- 
na , e fattane la somma , sì confronterebbo questa colla tota- 
lità dell’ acqua che la vasca può contenere ; e le duo quantità 
paragonate dovrebbero trovarsi uguali. 

Per formare adunque l'equazione del problema, si dinoterà 
con X il tempo incognito, e s'indicheranno sopra x le operazioni 
pominate qui sopra ; ma a fine di rendere la soluzione indi- 
pendente da numeri determinati , od anche per abbreviare 
I' espressione di quelli deH’enuncialo che sono frazionari , si 
rappresenteranno ancor questi cun lettere ; cpperò si scriverà 


1 3 

a in luogo di oro 2 — , o ò in vece di ore 3 7 - , 
« h 
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Ciò posto , assumendo , corno in Aritmetica , la capacità, 
della v.igca per tinUà , si vedrà che 

/ l.a prima fontana, la qiinlo riempie da sò sola la vasca in un 
fiumero a d’ore, vi versa in un'ora una quantità d'acqua espressa 

dalla frazione — ;e che per conseguenza essa fornirà in un nume- 
ro X d’ore una quantità d'acqua rappresentata daosX^ . o sia 

OC 

da — ( Aritm. 53 ). 

La seconda fontana, che sola riempie la medesima vasca in b 
ore, vi versa in un’ora una quantità d’acqua espressa dalla fra- 
1 

ziono ; c per conseguenza in un numero x d’ ore ve ne ver* 

• H ^ 

serà la quantità * X i ovvero . 

La qunrtdà totale dell' acqua somministrata dalle duo fon- 
tane versanti insieme sarà dunque 



o siccome questo volume d’acqua deve usuagliarc quello che 
la vasca può contenere , e eh’ è stato preso per unità , si 
avià fìnalmenle 1’ equazione 


X , X 

^■+ T= 1- 

a ' 0 

Questa equazione, trattala con lo regole precedenti, conduce a 
bx ax = ab , 
ab 


x=- 


t + a * 


Dall’ultima formola si cava la seguente semplicissima regola 
per risolvere il problema proposto in tutti i casi particolari : 
Si divida il prodotto dei numeri che esprimono il tempo 
impiegato da ciascuna fontana in particolare a riempiere la vasca, 
per la somma di questi numeri ; il quoziente esprimerà il tempo 
che bisognerà alle due fontane per riempirla simultaneamente. 
Applicando questa regola ai numeri dell’ enunciato , si ha 



„ 1 „ 3 .5 15 73 

2^X3^^ — 2 ^ — o ’ 




A 

20 

T 


8 
30 

+ T = 


50 

T’ 
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2.° Sia a Hti numero da dividersi in tre parti, che abbiano 
tra loro i tneJestmi rapporti dei numert dati m , n e p. 

È manifL-sto che la veriGcazione del proplema si farebtu) 
noi modo seguente : 

Dinotando con x la prima parte > si avrebbe 


nx 


m ; n ; ; X : alla seconda parte = — ( ilrtlm. IIG. ), 


m 


mlp li X I alla terza parte = 


px 

m 


c sommando le tre parli, dovrebbe trovarsi il numero da di' 
vidersi , si avrà dunque l'equazione 

nx , px 

X 0. 

n» tn 

Riducendo tutti i suoi termini al denominatore m , essa 
diverrà 

ma: 4* fix -J- pa: = am , 
e da quest’ ultima equazione si caverà 


ffl 4~ f» 4 - p* 

Questo risultamento non è che la traduzione algebrica 
della remota di società ( Arilm. 124' ) ; perciocché, riguardando 
i numeri m ,n, p come esprimenti i capitali dei mercatanti, 
m + n 4 “ p e il capitale totale, a il guadagno da dividersi, 0 
I espressione 

mg 

MI 4 ~ 4 “ p 

dice che una parte si ottiene moltiplicando il capitale corri- 
spondente per il guadagno totale , e dividendo U prodotto per la 
somma dei capitali , il che si riduce alla proporziono 

il capitale totale : <m capitale parziale 
i; il guadagno totale: guadagno parziale corrispondente, 

• I formazione dell’equazione del problema seguente 
richiede alcuno speciali avvertenze , che non si sono ancora 
presentate. 
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Un pe$eaiore, per incoraggiare tuo figlio , gli promellé S 
centesimi per ogni tiro di rete tn rat questi avrà preso del pe- 
sce , ma egli pure rettiluirà a suo padre 3 centesimi per ogni 
tiro infruttuoso. Dopo i2 tiri di rete il padre ed il figlio fxn- 
(IO i\ lorq conto, e se risulta che il primo deve al secondo 23 
centesimi. Quanti tono stati t liri <it rete felici ? 

Sp si rappresenta il numero di questi tiri con x , il Da- 
merò dei tiri infruttuosi sarà 12 — a:-, e se questi numeri fos- 
sero noti , si veriBcherebbero moltiplicando 5 centesimi pel 
primo > per ottenere ciò cho il padre dere dare al figlio , e 9| 
Centpsimi pel seconds , a pn di avere ciò che i| figlio deve 
restituire él padre: il primo numero dorrebbe superiore il se- 
pondo dei 28 centesimi cho fi padre deve a suo figlio. 

Per il primo numero si avrà x vqlte 5 c^ol^isimi , ovve-, 
ro So:. In quanto al secondo numero si presenta una diflicol-. 
là : come ottenere il prodotto dì 3 per 12 — x f Se ii\ vece 
di X vi fosse un numero determinato, si efr<-ttuerebhe prima 
la sottrazione indicata, e poi si moltiplicherebbe 3 pel resto ; 
ma per il momento la cosa non è possibile , e bisogna pro- 
curare di eseguire la moltiplicazione prima della sottrazione , 
0 almeno di ridurre il risultamento ad un aggregato di ter- 
mini algebrici simili a quelli che si trovano nelle equazioni che 
si sanno risolvere. 

(]on un poco d’ attenzione si vede che , prendendo 12 
volte il numero 3 , si ripete il 3 tante volte di più quante 
SODO le unità che contiene il numero x , del quale si dovea 
prima dim'Ouire il moltiplicatore 12 , di maniera che il vero, 
prodotto sarà 

36 diminuito di 3 preso x volte o di 3g; , 

cioè sarà 

36 — 8o;. 

Questa conchiusione pgò veriGcarsi facilmente dando, ad 
X valori numerici. Se , per esempio , X fosse uguale ad 8. . 
allora il numero 3 dovrebbe premlersi 12 volte — 8 volle; ed 
è chiaro che se si trascurasse — 8 volle , si porrebbe nel ri- 
suliamento 8 volte di più il numero 3 : il vero prodotto sarà 
dunque 

' 3 X 12 — 3 X 8 = 36 — 24 = 12. 

Tale risultamento si accorda con quello cho si oUerrebbe 
higliendo prima 8 da 12 , perchè 

12-8 = 4 p 3X4=12. 

Ciò posto , poiché il danaro dovuto dal padre^ al figlio 
Ò espresso da 5x , o da 36 — 3.1? quello che il figlio deve a 
suo padre , bisogna che il secondo numero tolto dal primo dia 
per resto 28 ; ma qui ancora nasce una nuova difficoltà : co- 
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me togliere 36 — 3* da 5a: , senza aver prima soUralto 3o: 

da 36 ? , , 

Si scansa questa diflìcolla osservando che se ai trascurasse 

il termine — 3® , e si togliesse da 5x il numero 36 tutto iri- 
lero, si toglierebire necessariamente di più ; imperocché non 
dee togliersi già 36 da Sa: , ma 36 prima diminuito di 3®. E 
però la diEferenza Sa: _ 36 dev’ essere aumentala di 3x per for- 
mare la quantità che dee restare dopo che si è tolto da Sa: il 
numero espresso da 36 — 3a: : questa quantità sarà dunque 

Sa; — 36 + 3af ; 

e si avrà 1* equazione 

Sa: — 36 + 3a: r= 28 , 
che successivamente si riduce ad 

8x — 36 = 28 , 

8a: = 28 + 36, 

8x = 64. , 



Sono dunque stati 8 tiri di rete felici , e 4 por conseguenza 
gl' infruttuosi. 

In fatti 8 tiri a 5 contesimi I’ uno danno 40 cent. 

4 tiri a 3 danno 12 


differenza 28 , 

come r enunciato del problema esigeva. 

Se la risoluzione si volesse rendere generale , ài rappre- 
senterebbe con a la somma che il padre dà a suo Bglio per 
ciascun tiro felice di rete , con b quella che il Gglió restitui- 
sce a suo padre per ciasctin tiro di rete infruttuoso , con e 
il numero totale dei tiri di rete , e con d ciò che il padre 
deve a suo figlio dopo questo numero di tiri. E chiamando 
sempre a il numero dei tiri felici , c — a sarebbe quello dèi 
tiri infruttuosi,' frattanto ciascun tiro della prima specie prò- 
ducendo al figlio una somma a, x tiri gli produrrebbero a X 
o\yero aa: . ed i tiri infruttuosi produrrebbero ai padre U 
somma 6 moltiplicata pel numero e — x. 

Il ragionamento col quale si sono trovate tutte le parti 
di cui si compone il prodotto di 3 per 12 — X , si applica 
egualmente al caso generale. Se si trascura primieramente — as 
per formare il prodotto be di b per 6 tutto intero, la quan- 
tità b sarà ripetuta x volte di più , e per conseguenza il vera 
prodotto sarà bc — bx. 

Per sottrarre questo prodotto dalla quantità ax , bisogna 
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osservare anrora , come nell’ esempio numerico , c!i« so si 
togliesse U qiiantilà be tutta intera , verrebbesi a togliere di 
più la quantità bx , di cui la prima doveva essere anterior- 
mente diminuita ; e per conseguenza il vero resto non è già 
ax — 6e , ma bensì ax - 6c + f>x. 

Un tal resto frattanto dovendo essere uguale a d, l'equa* 
Kìooe del problema sarà 


0 darà 


ax -be-j- bx = d , 
ax bx = d bc , 


d òc 
o b* 

Questa formola generale indicando le operazioni da farsi 
sui numeri dati a , b , c , d , per ottener l' incognita x , può 
o esser tradotta in regola , o essa stessa immediatamente ser- 
vire nei singoli casi alla determinazione del valore dell' inco- 
gnita, scrivendovi in vece delle lettere a, b, c, d i numeri da- 
ti ; l'ultimo modo ò ciò diesi dice sostituire i valori dei dati, 
ovvero mettere la formola tn numeri. Applicandovi quelli dei 
problema risoluto di sopra , verrà 

28-1-3 X i2 
5 + 3 

cd eseguendo le operazioni indicato , si ha , come allora , 
28 + 36 64 

*=-+-=-r 


Metodi per eseguire, per guanto la cosa il comporti, le operazioni 
indicate sulle quantità rappresentate da lettere. 

16. Il problema precedente ha fatto vedere che in taluni 
casi bisogna risolvere in moltiplicazioni parziali una moltipli- 
cazione indicata sulla somma o sulla diirerenza di più quan- 
tità ; e nel n.° 11 si ò praticato precisamente il contrario al- 
lorché la quantità ax — bx ex , chtf rappresenta il risiil- 
tamento di più moltiplicazioni seguite da addizioni e da sot- 
trazioni , si è scomposta nei duo fattori a — b + e cd ai , i 
quali non dinotano che una sola moltiplicazione preceduta da 
addizione e da sottrazione. I ragionamenti di cui si è fatto uso 
in questo due circostanze possono essere ridotti a regole; e ne 
risulteranno, rispetto allo quantità rappresentato da lettere, due 
operazioni che si sono chiamato moltiplicazione c divisione 
algebriche , attesa 1' analogia eh' esse hanno con le operazioni 
deli’ Aritmetica che portano i medesimi nomi. 
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La medesima analogia ha fatto nascere l' idea di due ope- 
razioni algebriche che portano il nome di addizione e di sót- 
trazione , nelle quali si ha per oggetto di riunire più espres- 
sioni algebriche in una sola, o di toglierle I’ una dall' altra ; 
ma queste operazioni, al pari delle precedenti, difTeriscono da 
quelle dell' Aritmetica in questo , che i loro risiiltamenti. non 
essendo il più delle volte che indicazioni di operazioni da ese- 
guirsi , non presentano che una trasformazione dello opera- 
zioni indicalo in orìgine, in altre che producono il medesimo 
elTello. Accade soltanto , o che le espressioni diventano più 
semplici , 0 che si dà loro una forma atta a manifestare lo 
condizioni che bisogna adempire. 

A fìne di spiegare queste operazioni , si son chiamalo 
quantità «lonomie o semplicemente monomi , quelle che non 
hanno che un sol termine , come a dire -4- 2a, *- 3ab , ec. ; 
quantità òinorm'e o binomi , quelle che ne iianno due . come 
a-J-6, a — b ,^a — 2®, cc. ; quantità Irinomie o trinomi . 
quelle che ne han Irò, quadrinomie o quadrinomi , quelle cho 
no hanno quattro, ed in generale quantità polinomie o sempli- 
cemente polinomi , le quantità composte di più termini. Del 
resto giova sapere che ì monomi si sogliono anche chiamaro 
quantità ineomplesse , ed i polinomi quantità complesse. 

Dell' addizione delle quantità algebriche, 

17. L’addizione delle quantità monomio si fa unendolo col 
segno ; cosi I' espressione a-\- b indica la somma delle duo 
quantità rappresentate da a e da b. Ma quando si propone di 
sommare insieme le espressioni algebriche , sì ha nello stesso 
tempo in mira di rendere più semplice il risultamenlo , ridu- 
cendolo al minor numero possibile di termini colla riunione di 
più di essi in un solo,almcno tutte le volte che la cosa è possibile. 

Questa riunione è quella eh' ò stata eseguita nei n.* 2 e 5, 
nel primo dei quali la quantità oc x b stata ridotta a 2o; , n 
nell'altro la quantità ar a; -\-x a 3x. Essa non può aver luo- 
go cho riguardo alle quantità espresse dalle randesime lettere, 
e che si chiamano per questa ragione quantità simili. Si ri- 
guarda allora la quantità letterale come un’ unità che si trova 
ripetuta un certo numero di volle ; rosi le quantità 2a o 3a 
considerate come due e tre unità d' una specie particolare , 
formano con la loro somma 5a, ovvero 5 unità della medesi- 
ma specie. Parimente iab o Sab formano 9a6. 

In questo caso la somma si fa cadere sopra lo cifre cho 
precedono la quantità letterale, e che indirano quante volle essa 
è ripetuta. Queste cifre sì chiamano cofjficienti. Il coefficiente 
è dunque il moltiplicatore della quantità innanzi alla quale è 

h 
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posto ; e bisogna rammentarsi che quando esso non è scritto, 
è ugnale all’ unità , perchè la è la stessa cosa che a. 

18» Allorché si tratta di sommare quantità qualunque , 
Come 

Iso -j- 0 2e -|- 3d , 

il tutto dev’ essere evidentemente composto da tutte le parli 
unito insieme ; bisogna dunque scrivere 

4a + 5fr + 2c + 3i. 

Se al contrario si avessero a sòminare lo quantità 
àa 5à e 2c — 3d , 

bisognerebbe , nella loro somma . scrivere col segno — , o 
indicare come sottrattiva , la quantità 3ii . la quale dovendo 
essere tolta da 2c, diminuirebbe necessariamente di altretlan- 
lo la somma che fonnerebbesi riunendo 2c con la prima del- 
le quantità proposte ; o si avrebbe 

^ 56 + 2c — Zd. 

Questi due esempi fanno manifesto che la somma algebri- 
f.a dei polinomi si esegue scrivendo di seguilo le une alle altre 
coi loro segni le quantità da sommarsi, e osservando che t ter- 
mini che non sono preceduti da alcun segno , si debbono sup~ 
porre affetti dal segno 4“. 

L'operazione fatta qui sopra non è, a parlar propriamen- 
te, che un’indicazione mediante la quale la somma di duo 
quantità complesse è stata ridotta alla somma o alla sottrazione 
il'un certo numero di quantità monomie; ma seie espressioni 
da sommarsi contenessero termini simili, si potrebbero riunire 
questi termini operando immediatamente sui loro coefricienti. 
Siano , per esempio , lo espressioni 

Ira 9à — 2c , 

2a — Ze-\- kd, 

764-c — ej 

la somma semplicemente indicata, dietro la regola precedente, sarà 
Va + 96 — 2c -f- 2a — 3c -f -f- 76 -f c — e. 

Ma i termini Va e -{- 2a essendo formati di quantità simi- 
li , sì riducono ad un solo eguale a 6a. 

Parimente i termini 96 , 76 danno 166. 

I termini — 2c e — 3o , ambedue sottrattivi, producono 
nel totale il medesimo elTetto che la sottrazione d'una quantilà 
eguale alla loro somma, cioè , il medesimo efTetto che la sot- 
trazione di 5c; e siccome, a cagione del termino -{- c , si deve da 
un'altra parte aggiungere c, resterà solamente da sottrarre Ve. 
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La gomma delle espressioni proposte sarà dunque ridotta a 

6fl “j” 166 — he hd ”• s» 

19. L'ultiqia operazione praticata di sopra , per mezao 
della quale si riuniscono tutti i termini simili in un solo, qua- 
lunque segno essi abbiano, chiamasi riduzione o contrazione dei 
termini simili. Essa si esegue facendo la somma delle quantità si- 
mili affètte dal segno quella delle quantità simili affette dal 
segno — ; poi togliendo la minore di queste due somme dalla 
maggiore , e dando al resto il segna della maggiore. 

È) da osservare ette la riduzione si applica a tutte le ope^ 
razioni algebriche. 

Ecco , per esercitare i| lettere , alcuqi esempi di sommo 
eoi loro risultameoti. 

l.° Sommare |e quantità 

7m -f- 3n — Hp + ITv 
3a -f 9n — llm -j- ?r 
5p — hm 8o 
lln — ?6 — m — r-+- 8. 


risultamento 7m-j-3n — \hp 17r -|- 3o -j- 9n — llm 2r 
-ft 5p — Itm -J- 8" "h 11»» “• 26 _ m - 1 - r -t: s. 

Facendo la riduzione , questa quantità si cangia nella seguente 

— 9m -f- 31n — 9p I8r ^4- 3a — • 26 s , 
ovvero 31n — 9oi — 9j» -f- l8r -j- 3a — 26 -j- » . 

per cominciare da un termine che ahhia >1 segno 
2.^ Sommare le quantità 

1 16c haà — 8ac -f- Sci 
8ae 76c — 2ad + imn 
2cd — 3a6 5ac -4- an 
9an — 26c — 2ad Serf. 


risultamenlo 1 16c -j- had — 8ac -4- 5cd -j- 8ac -j- 76c — 2adl 
-j- hmn 4- 2al — 3o6 -f- 5oc -j- fln 4* 9an — 26c 
— 2ad -l* 5crf. 

% riducendo questa quantità , essa diviene 

166c 5ac 12ci + hmn — 3a6 + lOan. 

ffella sottrazione dolte quantità algebriche. 

20. La sottrazione dei monomi s’ indica , come si è con- 
venuto, ponendo il segno — tra la quantità da sottrarsi o quella 
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da cui si sottrae : cosi 

b sottrailo da a si dinota con a — b 

Allorché le quantità sono simili , la sottrazione si eseguo 
immeiliataniento sopra i loro coffficienli. 

Se da Sa si toiitie 3a . si ha per resto 2a. 

Uelativamente alla sottrazione dei polinomi bisogna di- 
stinguere duo rasi. l.° Se la quantità da sottrarsi ha tutti i 
suoi termini aff iti dal segno + • bisogna evidentemente dar 
loro il segno — . poiché si debbono togliere successivamente 
tutte le parti della quantità da sottrarsi. 

Se, per esempio, da 5a — 9é + 2c si vuol toglie re 2d + 3e 
bisogna scrivere ‘ ' 

5a — 9é + 2c - 2i — 3e — if. 

2.® Se la quantità da sottrarsi ha termini affetti dal se- 
gno — , bisogna dare a questi termini il segno In fatti SO 
dalla quantità a si volesse togliere 6 — c, e si scrivesse a — b , 
si sarebbe cosi diminuita a dell’ intera quantità b ; ma la sot- 
trazione non Oovea effettuarsi che dopo aver diminuito b del- 
la quantità c ;.si è dunque tolto di pii tanto , quanto è que- 
sta ultima quantità , che bisogna per conseguenza restituire 
col segno -|- , il che darà pel vero risultamonlo ' ' “ 

a — i -)- c. 

Questo ragionamento , che si può applicare a lutti i casi 
simili, fa vedere che il segno — di c ha dovuto esser can- 
giato in-f- ; e consideramlo ad un' tempo questo risiilta'monto, 
ed il precedente, si conchiuderà che la toltrazione delle quan- 
tilà algebriche si effellua scrivendo di seguitò alla quantità da 
CHI si vuol sottrarre un altra, guest' ulhma, dopo acet cangiali 
in essa i segni -j- in — , et segni t'A -f-.' 

Q. lande si é scritto il risnitamenlo dato immediatamente 
dalla regola enunciata di sopra , si faranno , se vi avranno 
luogo , le riduzioni conformi al precetto del n.° 19 , come si 
vedrà negli esempi seguenti. ,■ ■ t . . . 

l.° Sottrarre da i7a 2m — 96 — 4c 23d 
la quantità . . • 51a — 276 -j-llc — 4d. ' 

Uisullamcnto . . 17a 2m — 96 — 4c 23d 
— 51a-j- 276 -llc-f W. ' 

E facondo la riduzione , questa quantità diviene 

- 3ia + 2m 186 — 15c -f 27d . 

0 meglio 

2m 34a-f 186 — 15c -f 27«i. 
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2." SoUrarro da — 8ab -f* 96c — 
la quaiililà 8am — 2a6-4~ line — Icd. 

Risullamento. . 5ac — 8ab ~ 

— 8am 4" 2a6 1 tac-^ Icd. 

Eflelluando la riduzione , si otlieno 

6oc •— 6u6 + 9be — 12am -J“ 7cd., 

0 pure 96c *— 6oc — 6a6 — 12am -j- 7cd.' 

Isella moltiplicazione deUp^^antilà alQtbrieht, 


21. Fino a cljo m-Ue lellere non si ravvisano che i va- ' 
lori numerici delltì' qiiantilà da esse' rappresentale , altra ideà 
non dee Sverrai della moltiplicazione algebrica clin quella della 
moltiplica^ioné aritmetica [ Anim. 21 . 74 ). Cosi molliplicarè 

a per' b eigni^ca comporre con là quanliià rapjprésentUta dà a 
un' olirà Quantità , nel modo stesso che la 'quantità rappresen- 
tata da b è stata formata con l' unità . 

Sr'sono di' già falli ‘conoscere' nei n.* 2 o 7 ì segni 
dei qiiali' ai è convenuto far uso per indicare la moltiplicaiid- 
ne; ed il prodotto di à per 6 si dinoterà in consegùebta tanto 
con a X ^ • quanto cón a . h , à finalmente con vb. ' ' 

Si ha molto Spesso bisogito d’ indicare più moltiplicazioni 
successive , come quella di a per b , poi del prodOltò ab. per* 
c, quindi di quest 'uUinro prodotto per d , 'è cosi di seguito. 
Ili tal caso è mànifesiò che I' ultimo risullamento è un nume- 
ro che l]a per fattori 'i numeri a , b , e , d [Aritm. 22 ) ; e 
generalizzando T ultima delle convenzioni rammentate qui so- 
pra . questo prodotto si diàola scrivendo di seguito gli uni agli 
altri e sènza alcuna interposizione disegnò, t fattori dai 
quali esso à /'ormato : avrassi in* tal guisa l’ espressióne oied. 

Reciprocamente, qualunque espressionò, com'é questa abed, 
formata da più lettere scritte immèdiatamente le une appresso 
alle altre , esprime sempre il prodotto dei numeri rappresen- 
tati da queste lettere, ' 

Ho di già fatto tacitamente uso di queste convenzioni , 
nelle quali i coefficienti numerici Sono purè comprèsi , poiché 
essi sono manifestamente fattori della quantità proposta. Io ef- 
fetti l’espressione 15a6cd , indicando che la quahlità abed è 
presa 15 volle , indicherà ancora il proJolto'dei cinque fatto-' 
ri 15 , a , 6 , c , d. , . ì . • 

22. Segue da ciò , che per indicare la moltiplicazione di più 
nioiiumì , come di iabe , Mef, 3mn , bisogna scrinerò queste' 
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q'iantità di seguito le uiie alle altre , sema intorposiaioue di 
segno , e verrà 

kabc^iieftmn ; 

ma si è dimostrato nell’ Aritmetica , n.® 70 , potersi invor- 
tirc ad arbitrio l’ordine dei fattori d’uii prodotto , salvo il 
valore di questo : si profitterà dunque di tal circostanza , e si 
ravvicineranno i fattori numerici , la cui moltiplicazione può 
eseguirsi culle regole dell’ Aritmetica ; si concepirà perciò il 
prodotto inquistione come indicato neH’ordine k.^.ìabcdefmn ; 
e facendo in atto la moltiplicazione dei numeri ir , 5 , 3 , si 
avià io miglior forma 

SOabcdefmn (*). 

23. L’espressione di un prò lotto si abbrevia di mollo . 
quando esso contiene fattori eguali, la vece di scrivere piò 
volle di seguito la lettera che rappresenta uno di questi fatto- 
ri , non si scrive che una sola volta , e tt dinolu con un nu- 
mero quante volle e»,sa avrebbe dovuto scriversi come fattore ; ma 
perchè questa numero indica raoltiplicariqni successive , è ne- 
cessario distinguerlo accuratamente dal coefficiente , il quale 
non indica che una somrna di quantità eguali : ecco perchè si 
pone un tal numeru alla destra della lettera , ed un poco al 
df sopra , mentre il coeflfcicntc è sempre scrilto a sinistra 
della lettera o sulla medesima lineq. 

Dietro questo convenzioni il prodotto di a per a , che 
sarebbe indicato , secondo il o.° 21 , da aa , diviene a*. 
Il 2 superiore dinota che il numero rappresentala dalla let- 
tera a entra due volte come fattore nell’ espressione proposta, 
la quale per conseguenza non dee coofundersi con 2a , che 
non è altro che il cumuemlio di a a. Per ben compren- 
dere r errore che si coinmelterebbe prendendo I' una espres- 
sione per r altra , basta sostituire numeri alle lettere. Se ai 
avesse, per eseinpiq , q = 5 , 2a diverrebbe 2.5=13. u 
q’ = axa = 5.5 = 25. 

Continuando questo sistema si vedrà che per dinotare un 
prqdottp in cui a entra tre volte come fattore, bisognerà scri- 
vere a'* in vece di aaa, 'parimente esprime un prodotto nel qua- 

le 0 ù cinque volte fattore, cioè un prodotto equivalente ad aaaaa. 

(*) V liso dei simboli algebrici accorciando di mollo la dimostra- 
ilone di questa proposiziono , ho creduto doverla qui rifare por mezza 
di questi simboli. 

Se »i scrive il prodollu ahedef coma segue : abe X de X A e si 
si anibia P ordine dei due fatturi del prodotto de por avere ent (Jrt'rm. 
87 ) , verrà abo X ®d X f • ovvero abesdf. È evidente ebe si potrà 
Con nuove scomposizioni indurre quel cangiamento che si vorrà nel* 

J oitUne dei fallori del prodotto proposto. 
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2!». I prodotti formati cosi da moltiplicazioni successive di 
una stessa quantità , si chiamano in generale potenze di que- 
sta quantità. 

La quantità stessa . cioè a , si chiama la prima potenza. 

La quantità moltiplicata per sè stessa , cioè aa . ovvero 
a', è la seconda potenza, che chiamasi ancora ^ucutrato. 

La quantità moitiplicatà due volle di seguilo per sè stes- 
sa. ovvero aqa, o pure o’, è la terza potenza, che chiamasi 
anche cubo (*). 

In generale una potenza qualunque prendo il suo nome 
dal numero dei fattori eguali , dai quali essa è formata : co- 
si o sia aaaaa, è la quinto potenza di a. 

Per mostrare I’ applicazione di queste denominazioni , 
prenderò il numero 3, ed avrò per le sue diverse potenze: 

1. a potenza 3 

2. » 3.3=9 

3. a 3.3.3= 9 . 3 = 27 

4. " 3 . 3 . 3 . 3 = 27 . 3 = 81 

5. ® 3 . 3 . 3 . 3 . 3 = 81 . 3 = 2V3 

eie. 

Il numero che dinota le potenza di un altro numero , si 
chiama esponente di questo. 

Cosi nelle espressioni a* , b~' . oc. i numeri 6 e 3 sono 
gli esponenti di a e di è ; il primo dinota la sesta potcnz.i di 
<1 , il secondo, la potenza terza o il cubo di b. 

L' esponente per brevità non si scrive , quando è uguale 
all' unità: a è la stessa cosa che a' . Pertanto ugni lettera sen- 
za esponente s’ intenda che alibia per espenenle i. 

Risulta evidentemente da ciò che precede , che per for- 
mare una potenza d un numero, bisogna molliplieare guesto nu- 
mero tante volte per sé stesso, quante n esprime l' esponente della 
potenza diminuito dell’ unità, 

25. Poiché l'esponente dinota il numero dei fatturi egua- 
li che compongono I’ espressione di cui esso fa parte , e poi- 
ché il prodotto di duo quantità deve avern per fattori liuti 
quelli che formano ciascuna di queste quantità ; se ne deduce 
che l’espressione a’ , nella quale a è 5 volle fattore, molti- 
plicata per r espressione , in cui a è 3 volto fattore, deve 
dare un prodotto nel quale a sia 8 volte fattore , ed espres- 
so in conseguenza da a** , e che in generalo il prodotto di 
due potenze della medesima quantità dee' essere quella potenza 
della stessa quantità , che ha per esponente la somma degli 
esponenti del moltiplicando e del moltiplicatore. 


( ) I.c denominazioni di quadrato c di cubo dipendendo da con- 
siderazioni geomeiriche, e rompendo I' uniformità della nomenclatura 
dei prudoui formati da fatlori eguali , sono impropriissimc in Alge- 
bra ; ma si adoprano frequentcmenie a cagione della loro brevità. 
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BLEUCKTI 


9G S.Riie da ciò. elio quando due monoiwi hanno HUre 
comuni . I erprtsìione del prodotto di tali quantità puh eseere 
abbreviata, tommando gli esponenti delle lettere «imiti del molli- 

’es*empio’!TeTprSli del Pro'^o‘*° 

e aU’c’d che . secondo la convenziono del n. 21 , 8 
be a*6’co'‘6*c’(< . si rende piti semplice meltendo insieme i Ul- 
tori rappresentati dalla medesima lettera , il che da 


e da ciò si conchiudo 


scrivendo 


a'^b'c^d , 


0 *’ in liiotto di a'a* 
t)'* in luogo di 6'6' 

io luogo di cc’ • cioè di c‘c • 


Come lo potenie si distinguono pel numero dei fat- 
tori uguali da cui vengono formate, cosi i prodotti qualunque 
Ir Usffi.no d.l nanùro dei Ultori .ompUr, o pn». cho 
comoongono ; e si darà a queste classi il nome di 9™“*; 
p?3)ttS a'b'^e , a cagion d' esempio . sarà del sesto • 

ncrchè inchiude 6 fattori semplici , cioè: 2 fattori a, 3 ^ 

A L t fattore e È evidente che i fattori a . b , e, rigiiar- 
datt Sui cime numeS primi, non sono tali che rispetto a - 
r Allora quale non permette di scomporli ; ma essi pos- 
Lt^er ’aUro^"^ composti: qui non trattasi 

Si' ÌL” vlthe^rr v':iit*L il grado delle quantità alge- 
briche. non dee tenersi alcun conto dei f 
in nnrlieri ; non sono da considerare che le sole lettere . co 

•' '■ tr.frn..uù'.u (t 'Ti! f * “>i« 

Totipiffiu ''rùro:»».'‘s-;u.rd“. di«.un. n «..d» 

'‘^LarnSSiione dello quantità complesso si riduce 

do. L’ espressione nporUia *1"' ®®l?. , |. assurdità dctl’ antica no- 

6 dimensioni. Quest’ esempio ben dimostra l ass^^ ^ „ ji 3 fattori 

mcnclatura , stabilita sopra ^ ^gi corpi . quantità 

niisurano t' ®®tensione del e i cassato questo termine, la enr- 

rt, h..~ da. " ^'„r,rg.b.i.b. . 1. Osar, d.aia"'". 

'p'Smiiai.» »™ p.. P'“ 
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►c , nel nrodo stesso cln! in Aritmetica . dovendosi moltiplica; 
re due numeri composti , si opera in particolare sopra ciascuna 
delle loro cifre ( Arifm. 33 . ) ; la somma dei prodotti parziali 
compone quindi il prodotto totale. Ma l’Algebra colla presen- 
za delle parli sottrattive ofTre talora una circostanza ctie nori 
può mai incontrarsi nei numeri. In questi non ti sono mai ter- 
mini da togliere , o parti soltattrive ; le unità, le decine, le centi- 
naia, ec. che li formano, sono sempre rigiiardate come sommate 
tra loro ; ed allora evidentemente si scorge che il prodotto to- 
tale dev’ essere composto dalla somma dei prodotti di ciascu- 
ba parte del moltipllcando per ciascuna parte del moltiplicatore^ 
La stessa conchiusione ha luogo quando si tratta di espres- 
sioni letterali ib cui tutti i termini sono riuniti col segno -{- . 

Per esempio , 

il prodotto della quantità a -f* 6 

moltiplicata per c 

ae -j-bc , 

é si ottiene col moltiplicare ciascuna parto del moltiplicando 
per il moltiplicatore, e col sommare i due prodotti parziali ae 
e bc. Se il moltiplicando contenesse piu di due parti , 1’ ope- 
razione sarebbe sempre la stessa. 

Allorché il moltiplicatore è la somma di più termini, egli 
è chiaro che il prodotto dev’ essere formato dalla somma dei 

J irodolti del moltiplicando per ciascun termine del moltiplica- 
ore. Cosi 

il prodotto della grandezza a 4- 6 

moltiplicata per c ó 

& \ 

\ ad -7- èd ; 

i 

perchè moltiplicando prima o -f- 6 per c , si ottiene ac he , 
poi moltiplicando a-\-b pel secondo termine d del moltiplica- 
tore « si trova ad-f- 6d , e la somma di questi due risultamcnti 
dà oc -J- 6c od -f- bd pel prodotto totale. 

29. Allorché il moltiplicando contiene parti sottrattive , 
ì prodotti di queste parti pel moltiplicatore debbono essere sot- 
tratti dagli altri, cioè debbono essere preceduti dal segno . 

Per esempio , 

il prodotto della quantità a — 6 

moltiplicata per c 

è oc — bc ; 

perchè ogni volta che si prenderà tutta intera la quantità a , 
che avrebbe dovuto essere diminuita di 6 prima della rooltipli- 
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caziono , ai preinletà di aoverL'li.o 1» f|ujiitilù l> ; il pio- 

dotto ae , nel quale la quantità a tutta intera ai trova eompreaa 
tante volte quante ne dinota il numero r. . supererà il prodotto_ 
cercato della quantità b .ripetuta tante volte quante n’esprime 
il numero c , cioè del prodotto bc ; bisognerà dunque soltrar- 
t-e bc da ac , il che darà , come sopra , 


de — bc. 


Il medesimo ragionamento si applieluTi bbc a cias-cuna delle 
parli sottrattive del moltiplicando , qualunque ne fosse il nu- 
mero, e qualunque fosse quello dei termini del moltiplicatore, 
purché questi sian tutti affetti dal segno -f- . Se ora si riflette 
che i termini , i quali mancan di segno , debbono essere ri- 
guardati come preceduti dal segno -f- , sarà facile dedurre da- 
gli esempi precedenti che i termini del moltiplicando aflVtti 
dal segno + , danno un prodotto parziale affetto dal segno 
mentre quelli che sono affetti dal segno — , lo danno affetto 
dal segno — . E da ciò segue che quando il moltiplicatore par- 
ziale ha il segno 4~ < *f prodotto parziale ha il medesimo segno 
del moltiplicando parziale. 

30. Accade il contrario quando il moltiplicatore contiene 
parti sottrattive, cioè termini affetti dal segno — ; allora i pro- 
dotti formati da questi termini debbono esser presi con un se- 
gno contrario a quello che avrebbero , stando alla regola pre- 
cedente. Sarà facil cosa il convincersene considerando atten- 
tamente r esempio seguente. 


Sia il moltiplicando 
il moltiplicatore 

il prodotto sarà | 


a — b- 
e — d 


ac — he 
— ad “j" bd i 


poiebò >1 prodotto' del moltiplicando por il primo termine c del 
niultiplicatore , in virtù della regola precedente , sarà Oc — bc ; 
ma prendendo per moltiplicatore il e tutto intero , in vece del 
c diintnuito di d , che è il vero moltiplicatore , si viene a pren- 
dere la quantità a — b tante volte di più quanto no dinota il 
numero d ; co;:! il prodotto ae — he supera quello che si cerca, 
del prodotto di a — b per d. Ora quest' ultimo prodotto , per 
ciò che si è dimostrato , ò ad — bd; e per sottrarlo dal pri- 
mo , bisosna cangiargli i segni (20) ; si avrà dunque ac — bc 
— ad-^ bd pel risullamcnto richiesto. 

31. Riepilogando le conseguenze dedotte dagli esempi pre- 
cedenti , si conchiudcià che la moltiplicazione dei polinomi si 
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esegue moltiplicando suecesiivamente , giusta le regole date pei 
monomi ( n.°21, 26 ), tulli i termini del moltiplicando per ciascun 
termine del moltiplicatore , o avvertendo che te il moltiplicatore 
parziale ha il segno -)- , il prodotte parziale dee avere il me- 
desimo segno del moltiplicando parziale , ed il segno contrario, 
se il moltiplicatore parziale ha il tegne — . 

Sviluppando ora i diiereali «asi di queat’ ultima regola , 
8i troverà 

1. " Che un terntine che ha il segno -f- , moltiplicato per 
un termine elio ha il segno , dà un prodotto che ha il so- 
gno -b : 

2. “ Che un termine che ha il segno — , moltiplicato per 

un termine elle ha il segno , dà un prodotto che ha il se- 
gno — ; ■ 

3. ° Che un tcrmioo che ha il segno -f- , moltiplicato per 
un termine che ha il segno — , dà un prodotto ch.e ha il se- 
gno — ; 

4. ° Che un termine che ha il segno — , moltiplicato per 
un termine che ha il segno — , dà un prodotto clip ha il so- 
gno -j- . 

Questo quadro fa vedere che quando il moltiplicand-ì ed il 
moltiplicatore parziali hanno il medesimo segno , il prodotto ha 
il segno , e che quando essi hanno segni differenti , il prodotlo._ 
ha il segno — . 

Per facilitue la pratica della moltiplicazione dei polinor 
mi . ecco in succinto le regole che hisogna seguire in questa, 
operazione. 

l.° Determinare il segno di ciascun prodotto parziale, se- 
condo la retjola stabilita di sopra , che dice : gli stessi segni 
danno più , t diversi , meno: ecco la regola dei segni, 

2° Formare il coefficiente . facendo tl prodotto di quelli del 
moltiplicando e del moltiplicatore parziali (2^) : questa è la re- . 
gola dei cocflìcienti. 

3. ° Scrivere di seguito le uns alle altre tutte le lettere dif- 
ferenti contenute nel moltiplicando e nel moltiplicatore parzia- 
li ( n.° 21 ) : questa è la regola dello lettere, 

4. “ Dare alle lettere comuni al moltiplicando e al mollipli- 
eatore parziali un esponente uguale alla somma di quelli che 
esse hanno in questo moltiplicando ed in questo moltiplicatore (2oJ: 
ecco la regola degli esponenti. 

Con queste quattro regole si eseguo subito la moltiplica- 
zione d’ un monomio per un monomio ; ed in conseguenza 
quella d’ un polinomio per un altro. 

32. L’ esempio seguento offre 1’ applicazione di tutte le re 
gole date. ' 
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Moltiplicando 

Bloltiplicalore 


U L K M U N T I . 
5a< t- 

a’ — Va’é + 26 ’ 


Prodotti 

parziali 


— 9a«6 -f 4a=6* 
— 20af‘6 4- 8a=6’— lOa^fc’ 
-j- 10o*6’ — 4.a’^'+ 8a’6' 

-tf- 


]^Ì 3 uIt.t® ridotto 5a’ — 22a®6 — 6a'6’ — !»a’6‘'^-8a’6’’. 


La prima linea dei prodotti parziali contiene quelli di tutti 
i termini del moltiplicando pel primo termine q’del moltipli- 
catore ; e siccome ai suppone che questo termine abbia il se- 
gno 4* • * prodotti che esso dà , hanno i medesimi segni dei 
germini corrispondenti del moltiplicando (31). 

Il primo termine Sa^ del moltiplicando avendo il segno 4~> 

non si scriverà quello del primo prodotto parziale . che puro 
sarebbe 4- i il coefllciente 5 di a‘* essendo moltiplicato per il 
coeflìciente 1 di , dà 5 per quello del prodotto parziale; la 
somma dei due esponenti della lettera a è iir 4* 3 , ovvero 7 ; 
il primo prodotto parziale sarà dunque 5a^. 

Il secondo termine 2a’6 del moltiplicando avendo il se- 
gno — , il prodotto avrà il segno — ; il coelTìciente 2 di a^b , 
moltiplicato per il coefllciente 1 di a’, produce 2 pel coefllciente 
del prodotto ; I' esponente della lettera a , comune ai termini 
^che si moltiplicano , è 3 -f- 3 , ovvero 6 , e si scri\e di seguito 
la lettera b , la quale non si trova che nel moltiplicando parzia- 
le : il secondo prodotto parziale è dunque — ’ìa^b. 

' Il terzo termino 4~ 6à un prodotto parziale alTetto 
dal segno 4* i ^ regole applicate ai due termini pre- 

cedenti , si trova 4* 

La seconda linea contiene i prodotti di tutti i termini del 
moltiplicando pel secondo termine —ka^b del moltiplicatore; 
6 siccome quest’ ultimo ha il segno — , tutti i prodotti che esso 
dà , debbono avere segni contrari a quelli dei termini corri- 
spondenti del moltiplicando : i coetflcienti , le lettere e gli espo- 
nenti si formeranno come nella linea precedente. 

La terza linea Analmente abbraccia i prodotti di tutti i 
termini del moltiplicando per il terzo termine -j- 26’ del moltipli- 
catore ; questo termine avendo il segno 4~ > ti’tti i prodotti 
che esso dà , hanno il medesimo segno dei termini corrispon- 
denti del moltiplicando. 

Dopo di aver formati tutti i prodotti parziali di cui si 
compone il prodotto totale , si esaminerà attentamente quest’ ul- 
timo , per vedere se mai rinchiude termini simili. Allorché oe 
contiene , questi si riducono , secondo la regola del n." 

19 , osservando che due teimioi , per essere simili , deb- 
* ■ 
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()pnp non spio costare delle medesime lettere , ma queste deb* 
buno essere ancora aflette dagli stessi esponenti. Nell'esempio 
di sopra vi sono tre riduzioni , cioè : 

— 2a®6 e — - ^0a®£» , il die dà — 22a‘6 ; 

+ l^a^b' e + il che dà + 

— I6a''6’ e il che dà — r 6a^6*. 

Folte queste riduzioni , si ha per risultamento I' ultimai 
linea dell’esempio. ■ . 

Or ecco , per esercitare il lettore , un altro esempio di 
moltiplicazione , facile ad eseguirsi dietro ciò che precede. 
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33. Dallo regole stabilite per la moltiplicazione dello quan- 
tità algebriche chiaramente risulta che se i termini del mol- 
tiplicando sono tutti di un medesimo grado (27) , e di un me- 
desimo grado son pure tutti quelli del moltiplicatore, tutti i ter? 
mini del prodotto saranno dì qn grado espresso dalla somma 
dei numeri che dinotano il grado dei termini di ciascun fattore. 

Nel primo esempio il moltiplicando è del quarto grado , 
il moltiplicatore del terzo ; il prodotto è del settimo. 

Nel secondo esempio il moltiplicando è del sesto grado • 
il moltiplicatore del terzo ; il prodotto e del nono. 

Le espressioni simili a quelle delle quali si è fin’ ora trat- 
tato , i cui termini sono tutti del medesimo grado , si chia- 
mano espressioni omogenee } e 1’ osservazione fatta circa i loro 
prodotti , è utile a provenire gli errori che si potrebbero com- 
mettere dimenticando qualcuno dei fattori nelle moltiplicazio- 
ni parziali. 

. Sii'. Lo operazioni algebriche eseguite sopra quantità let- 
terali . facendoci scorgerb come te diverse parti di queste 
quantità concorrono alla formazione dei risultamenti , ci gui- 
dano spesso allo scoprimento delle proprietà generali dei nu- 
meri ( indipendentemente da qualunque sistema di numerazio- 
ne. Le moltiplicazioni seguenti conducono a conseguenze di 
questo genere , le quali sono notabilissime e di un’ applicazio- 
ne assai frequente in appresso» 


o -j- 6 

a — b 


a* -f- ob 
— ab — b' 


a -4- 6 

a -f- 6 


a’ *4- ab 

+ o6 4- ** 


à' — 6‘ a* -f 2a6 -f 6* 

0* -f 2a6 -f 6* 

a b 

a’ -f 2a*i + ab* 

+ a'b -f %ab‘ -j- 6* 

a’ -i- 3a’6 -f 3a6* + 6’ . 

La prima moltiplicazione , dalla quale risulta che la quan- 
tità a~\-b ; moltiplicata per a — b , dà a*— 4’ , dimostra che i- 
prodollo della somma di due numeri , moltiplicata per la toro diffe^ 
rtnza , è uguale alla diffèreftza dei quadrati di questi numeri. 

Se si prende , per esempio, la somma 11 dei numeri 7 
e à- , e si moltiplica per la difT.ren/a 3 ^^i questi numeri , il 
prodotto 3 X lì . ovvero 33 , sarà ugnate alla differenza tra 
49 , quadrato di 7 , e 16 , quadrato di 4 . 
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Dal fecondo esempio , nel quale a-^b ò diie volte 
re • si apprende che ta teconda potenza , o sia il quadralo di 
una quantità composta di due parti a e b , contiene tl quadrato 
della prima parte , pià il doppio del prodotto della prima parte 
moltiplicata per la seconda, più il quadrato della seconda parte. 

il terao esempio , ove si è moltiplicata la seconda potenza 
di a 4* ^ per prima , c' insegna che là terza potenza , 0 il 
cubo di una quantità composta di due parti , contiene il cubo della 
prima parte , piìs tre volte il quadrato delia prima moltiplicato 
per la seconda , più Ire volte la prima moltiplicata per il quadrato 
della seconda , più finalmente il cubo dellà seconda parte. 

35. Siccome Spesso è necessario scomporre una quantità 
nei suoi fattori , e lasciare sempre in veduta . il più che Ù 
possibile, la formazione delle quantità che si considerano, cosi 
le operazioni algebriche non si effettuano che quando assolu- 
tamente non può farsene a meno; e per questa ragione è d’uo- 
po stabilire segni ddaltati ad indicare la moltiplicaaione dellb 
quantità complesse. 

Si usano a tale oggetto le parentesi , 0 grappe , e Ira que- 
ste si racchiudono i differenti fattori del prodotto che si vuole 
indicare. Cosi l’espressione 

(5a^ ~ 8a’l>’ -f^ 6') (4a6* - ae' -f- d’) (6* — c’) 
accenna , per esempio , il prodotto delle quantità complesse 
5a< — , kab' - oc’-f-d* e ò' — c*. 

Alcuni autori già fatti un poco remoti si sono serviti per lo 
Stesso fine di linee poste al di sopra dei fattori , come si ve- 
de qui sotto 


5a^ — 3o’6’-f 6' X 4oà* — ac* d’ x 6* — c* ; 

ina le linee potendo riuscire prolungate più 0 meno di quel che 
bisogna , rendono questo segno meno preciso delie parentesi , 
le quali non lasciano mai equivoco sulla totalità delle quantità 
comprese io ciascun, fattore ; epperò esse han prevaluto. 

Della dieitioiia delle quantità algebriche. 

36. La divisione algebrica, al pari della divisione aritme- 
tica , dev’ essere considerata come un'operazione che serve a 
trovare uno dei fattori di un prodotto dato , quando si cono- 
sce l' altro fattore. Dietro questa definizione egli è chiaro che 
il quoziente moltiplicato pel divisore dee riprodurre il dividendo. 

Applicando queste nozioni alle quantità monomio , e riflet- 
tendo a ciò che nel n.° 21 ò stato dimostrato intorno alla 
moltiplicazione delie medesime , sì vedrà che il dividendo ò 
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furmato dai fattori dui divisore e da quelli del quoziente; dun< 
que cancellando nel dividendo tutti i fattori che compongono il 
dicisore , il risultamenlo sarà il quoziente cercato. 

Per esempio , il monomio TÌa^b^e'd si debba dividere pel 
monomio 9a’bc* ; è d’ uopo, per la regola ultimamente, enun- 
ciata, cancellare nulla prima di queste quantità i fattori dulia 
seconda , che sono 

9 , a? , b e c* i 

bisogna dunque , perchè la divisione possa eseguirsi, che tali 
fattori siano nel dividendo. Prendendoli per ordino , si vedo 
primieramente che il coeniciente 9 del divisore dev' essere fatto- 
re del coefficiente 72 del dividendo , cioè che 9 deve dividero 
esattamente 72 ; e ciò arcade in efletto, poiché 72 = 9 X 
togliendo adunque il fattore 9, rimarrà il fattore 8 per coef- 
ficiente del quoziente. 

Ancora segue dalle regole della moltiplicazione { n.” 25] , 
che l’esponente 5 della lettera a nel dividendo è la somma degli 
esponenti che essa ha nel divisore e nel quoziente ; dunque 
l'esponente che la lettera a dovrà avere nel -quoziente , sarà 
la differenza tra gli altri due , o sia 5^3 = 2 ; dunque la 
lettera a avrà nel quoziente l’esponente 2. Per la ragione me- 
desima la lettura b avrà nel quoziente un esponuntu uguale 
a 3 — 1 , o sia 2. Finalmente il fattore c* essendo comune al 
dividendo e al divisore, dev' esser tolto ; e si avrà per con- 
seguenza 

8a’6*d 

pel quoziente cercato. 

Si ragionerà nel modo stesso sopra ogni altro esempio ; 
e da ciò che precede si conchiiiderà chu , per eseguire la di- 
visione delle quantità monomie, bisogna prima dioidere il coef- 
ficiente del dividendo per quello del divisore ; 

Poi cancellare nel dividendo le lettere che ha di comune col 
divisore , qualora esse hanno il medesimo esponente ; e quando 
l’esponente è diverso, sottrarre dall'esponente del dividendo quella 
del divisore, e il resto sarà l’ esponente che la lettera dovrà avere 
nel quoziente ; 

Finalmente scrivere nel quoziente le lettere del dividendo che 
non si trovano nel divisore. 

37. Applicando la regola stabilita qui sopra per formare 
1’ esponente delle lettere del quoziente ad una lettera che avesse 
lo stesso esponente nel dividendo e nel divisore, si troverebbe 
zero per f esponente che essa dovrebbe avere nel quoziente; 
per esempio, a’ diviso per a’ darebbe per quoziente a°. Per 
sapore intanto che cosa significar voglia una talu espressione , 
è necessario risalire alla sua origine, e considerare che, rap* 


N 
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presentando essa il quoiienle della divisione della qiianlilà a’ 
divisa per sò stessa , devo corrispondere necessariamente al- 
l’unità , la quale rappresenta appunto quante volte una quan- 
tità qualunque ò contenuta in sè stessa. Risulta da ciò elio 
{' espressione a° è un simbolo equivalente all' unità , « che in 
conseguenza in sua vece dee sostituirsi 1. Piiossi adunque trala- 
sciare di scrivere nel quoziente le lettere che lian zero per espo- 
nente, perchè allora ciascuna di esse non rappresenta che l'uni- 
tà. Così dividendo a'bc‘ per a'bc', si avrà per quoziente a'b°c°, 
o questo si riduco ad a, perchè 6“ = c"=l , come ognuno 
può anche assicurarsene con l'ommissiono immediata dei fattori 
comuni al dividendo e al divisore, secondo la regola generalo. 

Da ciò chiaramente si comprende che questa proposizio- 
ne : Ogni quantità che ha zero per esponente, è uguale ad 1 , 
non è a dir vero che la spiegazione di un risultamento al 
quale conduce la convenzione fatta sulla maniera di scrivere 
le potenze delle quantità mediante i loro esponenti, e I’ estensio- 
ne della regola della sottrazione degli esponenti anche al caso 

10 cui questi fossero eguali. 

Perchè dunque la divisione possa eseguirsi, bisogna 1.° che 

11 divisore non contenga alcuna lettera che non si trovi nel divi- 
dendo ; 2.° che l’ esponente delle lettere nel divisore non superi 
quello che esse hanno nel dividendo; 3.” finalmente che il coef- 
ficiente del divisore divida esattamente quello del dividendo. 

38. Quando tutte queste condizioni non hanno luogo , la 
divisione non può che indicarsi sotto la forma di una frazio- 
ne , secondo la convenzione del n.° 2; e bisogna cercar dopo 
di rendere più semplice questa frazione , cancellando i fattori 
che si trovano al tempo stesso nel dividendo e nel divisore , 
se pur ve no sono; poiché ( i4ri(m. 57 ] è manifesto che i prin- 
cipi sopra i quali riposa la teorica delle frazioni aritmetiche, 
essendo indipendenti da qualunque valore particolare dei loro 
termini, convengono tanto alle frazioni rappresentale da lette- 
re , quanto a quelle che sono es]ircsse da numeri. 

Secondo questi principi, si tolgono via primieramente t fat- 
tori numerici comuni ai eoefficienti del dividendo e del divisore; 
indi le lettere che sono comuni al dividendo e al divisore, e che 
hanno il medesimo esponente ne/i uno e nell'altro. Allorché l'espo- 
nente non è lo stesso , si toglie il più piccolo dal più grande , 
ed il resto si dà per esponente alla lettera, la quale non si scrive 
che in quello dei due termini della frazione dov essa aveva l'espo- 
nente maggiore. 

L'esempio seguente rischiarerà questa regola generale. 

Sia hSa^bVd da dividersi per 64a’6V«; il quoziente non 
può che indicarsi sotto la forma frazionaria 

48a^à^e’J 
64a’à’c*e ’ 
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ina siccome i eoeflìcienti 48 e 64 sono ambidue divisibili per 
16, ommcUendo questo fattore comune, il coefGciente del nu- 
meratore diverrà 3 , e quello del denominatore 4- 

La lettera a avendo il medesimo esponente 3 nei due ter- 
mini della frarione , ne segue che a* è un fattore comune al 
dividendo e al divisore, e che si può parimente ommettere. 

Per conoscere il numero dei fattori 6 comuni ai due ter- 
mini della frazione , bisogna dividere la potenza più alta, che 
è 6^ , per 6’ , secondo !a regola data più sopra , ed il quo- 
ziente ò* c’ insegna che b’' =s: 6’ X • Cancellando adunque il 
fattore comune b^, resterà nel numeratore il fattore ò'. 

In quanto. alla lettera c , il fattore più elevalo c* sta nel 
denominatore, e se si divide per c*, si scomporrà in c* X 
cancellando dunque il fattore e*, comune ai due termini, que- 
sta lettera sparirà dal numeratore, ma resterà nel denomina- 
tore coir esponente 2. 

Finalmente le lettere d ed e resteranno nei loro posti ri- 
spettivi, perocché nello stato in cui esse sono, non indicano 
alcun fattore che sia comune ai due termini della frazione. 
Mediante queste diverso operazioni la fraziono proposta 
riducesi a 

3ò^d 

4c’e ’ 

e questa è la sua più semplice espressione sino a che non si 
daranno valori numerici alle lettere ; perchè la detta frazione 
potrebbe essere ridotta ancora di più. se a queste lettere ve- 
nissero sostituiti numeri contenenti fattori comuni, 

39. Ma non dee ommettersi un’ importante osservazione, 
ed è , che se tutti i fattori del dividendo fossero nel diviso- 
re, il quale di più ne contenesse ancora altri che gli fossero 
propri , sarebbe necessario , dopo di aver, tolto i primj fat- 
tori , mettere I' unità in luogo del, dividendo , o sia del nu- 
meratore della frazione. Di fatti in questo caso si possono can- 
cellare nei due termini della frazione tutti i fattori del nume- 
ratore , vale a dire , si possono dividere i due termini della 
frazione pel numeratore; ma quest’ ultimo essendo diviso per 
sè stesso , dee dare I' unità per quoziente ; o questa sarà il 
novello numeratore. 

Sia , per esempio , la frazione 

ka^be 

~i2a^b>cd ’ 

i fattori 12, a’, ò’ c c sono divisibili lespeltivamenle pei fat- 
tori 4, a’, 6 0 c, ed è come se ai dividessero i due termini 
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doìla frazione proposta pel numeratore ka'bc', ora la quantità 
&a’6e divisa per se stessa dà 1 per quoziente , e la quantità 
i-la'b'cd divisa per la prima dà , in virtù delle regole stabi> 
lite , ; la nuova frazione è dunque 

1 

^b'd' 

~r * 

4Q Segue dalle regole della moltiplicazione, che quando 
lina quantità monomia moltiplica una quantità polinomia, es-' 
sa diventa fattore comune di tutti i termini di, quest' ultima . 
8i profitta di tale osservazione per rendere più semplici le 
frazioni, di cui il numeratore e il denominatore sono polinomi 
che hanno fattori comuni a tutti i loro termini. 

Sia r espressione 

Ca^ — 3a’tc + 12aV 
Oa’à — ISo’c -l* 24-a’ ’ 

esaminando la quantità 6a<— • 3a’àc + 12aV, si vede che il 
fattore a‘ è comune a tutti i termini di essa, poiché a''=a''X®’t 
e che inoltre i numeri 6 , 3 e 12 sono tutti divisibili per 3 ; di 
maniera che 

6a* — 3a'‘£c + 12oV = 2a* X 3o* — £c X 3a* -)- he* x 3a*. 

Parimente il denominatore ha per fattore comune 3a', perché 
ì fattori a'* e 3 entrano in tutti i suoi termini , e si ha 

9a*b — ISo’c + 2<ta’ := 3£ X 3a* — 5c x 3a’ + 8a X 3o*. 

Cancellando dunque il fattore 3a* si nel numeratore che nel 
denominatore, la frazione proposta diverrà 

2a* — £c -f. 4c* 

. 3£ — 5c + 8a’ 

41. Passo ora al caso in cui il dividendo e il divisore 
sono ambidue complessi , ed in cui non si può più codosccto 
a prima vista se il divisore aia o no fattore del dividendo. 

Poiché il divisore, moltiplicato per il quoziente, dee ripro- 
durre il dividendo , bisogna che quest' ultimoXeontenga lutti i 
prodotti parziali di ciascun termino del divisore per ciascun 
termine del quoziente ; e se si potessero trovare i prodotti 
formati da ciascun termine del divisore in particolare, dividen- 
doli per questo termine . eh' è note, si otterrebbero quelli 
dei quoziente , nello stesso modo che in Aritmetica si sco- 
prono tutte le cifre del quoziente , dividendo successivamente 
pel divisore i numeri che si riguardano come i prodotti j>ar- 
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ziali di questo divisore per le diverse cifre del quoziente. Ma 
nei numeri questi prodotti parziali si presentano in ordine , 
principiando dalle unità situate nell’ ultimo posto sulla sinistra, 
a motivo della subordinazione stabilita tra le unità di ciascuna 
cifra del dividendo dipendentemente dal posto ch’esse occu- 
pano. Non accade lo stesso in Algebra ; ma vi si sopperisce col 
disporre tutti i termini del dividendo e del divisore in mo- 
do, ohe gli esponenti delle potenze della stessa lettera diminui- 
scano in ciascun termine, andando dalla sinistra versola destra, 
nella guisa che vedesi, per Rapporto alla lettera a, nelle quantità 

5a’' — 22a«6 -f 12a5à* — 6a’i’ — -f 8a'b'> , 

5a< — 2a'à + 4o’6‘ . 

delle quali una è il prodotto , e I’ al tra il moltiplicando nel- 
r operazione del n.° 32: or questo è ciò che dicesi ordinare 
le quantità proposte. 

Quando esse sono cosi disposte , è evidente che , qua- 
lunque sia il fattore pel quale bisogna moltiplicare la seconda 
per ottener la prima « il termine Sa'' , con cui questa co- 
mincia , risulta dal termine , col quale comincia I’ altra, 
moltiplicato pel termine ove a avesse il più alto esponente nel 
fattore cercato , e che trovasi il primo in questo fattore allor- 
ché esso è ordinato per rapporto ad a. Dividendo adunque il 
monomio Sa'' pel monomio 5a*, il quoziente a} sarà il primo 
termine del fattore cercato. Ora , per le regole della moltipli- 
cazione , il prodotto totale dovendo contenere idiversi prodotti 
parziali risultanti dalla moltiplicazione di tutto il moltiplicando 
per ciascun termine del moltiplicatore , ne segue che la quan- 
tità presa qui per dividendo , dee contenere i prodotti di tutti 
i termini del divisore Sa* — 2a*à 4o*i* per o’ , primo ter- 
mine del quoziente; ed in conseguenza se sì tolgono dal divi- 
dendo questi prodotti , che sono 5a^. — 2o®à. -f , il re- 
sto — 20a®à -f- 8a*à’ — Ga^i’ — 4a’à ' 8a’Ì® non conterrà al- 

tri termini se non quelli che risultano dalla moltiplicazione 
del divisore pel secondo, pel terzo ec. termine del quoziente. 
' Questo resto pnò dunque essere considerato come un divi- 
dendo parziale ; ed il ano primo 'termine , nel quale a ha l’e- 
sponente più alto , non ha potuto derivare chè dalla moltipli- 
cazione del primo termine del divisore pel secondo del quo- 
ziente. Ma il primo termine del dividendo parziale avendo il 
segno — , bisogna assegnare quello che deve avere il termi- 
ne corrispondente del quoziente : or questo è assai fa- 
cile mercè la 1.®-. regola del n.® 31 , perchè la quanti- 
tà — 20a’’à , riguardata come un prodotto parziale , avendo 
un segno contrario a quello del moltiplicando parziale Su’*, ne 
risulta che il moltiplicatore parziale ha dovuto essere affetto 
dal segno — . La divisione venendo adunque eseguita sopra i mo- 
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nomi — 20a"6 e 5a< , darà — ka'b per questo secondo ter- 
mine. Se si moltiplica questo termina per tutti quelli del di* 
'Visore , e si toglie il prodotto dal dividendo parziale , il re- 
sto I0a*6^ — ka^b* -|- altro non conterrà che i pro- 
dotti del divisore pel terzo, e successivi termini del quoziente. 

£ riguardando questo resto come un nuovo dividendo par- 
ziale , il suo primo termine iUa'6’ non può essere che il pro- 
dotto del primo termine del divisore pel terzo termine - del 
quoziente ; e per conseguenza quest’ ultimo si otterrà divi- 
dendo r uno per 1' altro i monomi iOa'b^ e 5a*. Il quozien- 
te essendo moltiplicato per tutto il divisore , dà prodotti 
la cui sottrazione esaurendo il dividendo parziale , prova che 
il quoziente non ha che tre termini. 

So avesse dovuto averne un maggior numero , si sa- 
rebbero evidentemente trovati come i precedenti; e se, come 
si suppone , il dividendo ha per fattore il divisore . la sottra- 
zione del prodotto di questo divisore per I' ultimo termine del 
quoziente deve sempre esaurire I’ ultimo dividendo parziale. 

V2. Per facilitare la pratica delle regole trovate qui sopra, 

1 .“ Si ditpongano il dividendo e il divisore come per la divisione 
dei numeri, ordinandoli ambidue per rapporto ad una medesima 
lettera, vale adire scrivendo i lori termini in modo che gli e- 
sponenti di guesta lettera vadano decrescendo; 

2. ® Si divida il primo termine del dividendo per il primo ter- 
mine del divisore, e si scriva il risullamenlo nel posto assegnato 
al quoziente; 

3. ° Si moltiplichi tutto il divisore pel quoziente parziale 
che si è trovato, il prodotto si tolga dal dividendo, e si faceta 
la riduzione dei termini simili; 

4. ® Si riguardi questo resto come un nuovo dividendo del qua- 
le si divida il primo termine per il primo termine del divisore ; 
SI serica il risultamento come un secondo termine del quoziente, 
e si prosegua V operazione sopra questo termine come prima , 
fino a tanto che tutti i termini del dividendo siano esauriti. 

Ed osservando che un prodotto ha il medesimo segno del 
moltiplicando allorché il moltiplicatore ha il segno , o che 
nel caso contrario ha il segno — (n.® 31), se ne conchiude che 
quando il dividendo parziale ed il primo termine del divisore 
hanno il medesimo segno , il quoziente dee avere il segno e 
sé essi hanno segni contrari, il quoziente deve avere il segno — : 
questa è la regola dei segni. 

La regola del segni è dunque la stessa si nella moltiplca- 
zione che nella divisione dei monomi ; nell’ un’ operazione 
e nell’ altra i medesimi segni danno + , • diversi, — . 

Le divisioni parziali si effettuano mercè le regole date per 
lo quantità monoraie relativaroculc ai coiflìcieuti , alle lettere 
ed agli esponenti. 

' 4 
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Si divida il coelficienle del dividendo per quello del dicitore'. 
questa ò la regola dei coeffìcienti. 

Si scrivano nel quoziente le lettere comuni al dividendo e 
al divisore con un esponente uguale alla differenza di quelli dai 
quali tono affette in questi due termini ; e finalmente si scrivano 
nel quoziente le lettere le quali non si trovano che nel solo di- 
videndo : 0 queste sono le regole delle lettore c degli esponenti. 
43. Per applicare queste regole alle quantità 

5o’ — 22fl66 + 120=6* — 6a<6’ — 4o’6^ + 8a’6= , 

5a<— 2a’6 + 4a*6* , 

delle quali più sopra mi sono servito d’ esempio , si dispor- 
ranno come se si trattasse di eseguire la divisione aritmetica. 


Dividendo. 

Divisore. 

5o’— 22 a= 6 -fl 2 a= 6 *— Ga’ 6 ’— 4a’6<4-8a’6= 

— 2 a« 6 — 4a=6* 

Sa'— 2a'6-l-4a’6* 

Quoziente, 
a' — 4a*6 -f- 26 ’ 

Resto — 20a=6-|-8a=6* — 6 a* 6 ’ — 4a’6'*-|"8a*6= 
-f 20 a= 6 — 8a=6’4-16a<65 

Resto -4-10a<6’— 4a'6'-f8a*6= 

— 10a'6’-f4a’6'- 80 * 6 = 


Resto 0 . 



Il segno del primo termine 5a^ del dividendo essendo lo 
stesso che quello di 5a' , primo termine del divisore, si do- 
vrebbe porre nel quoziente il segno -j- ; ma come trattasi del 
primo termine , questo segno si ommetterrà. 

Dividendo ha’ per 5a'* , si ha per quoziente , che si 
scriverà sotto il divisore nel posto assegnato al quoziente. 

Moltiplicando successivamente i tre termini del divisore pel 
primo termine del quoziente , e scrivendo i prodotti sotto i 
termini corrispondenti del dividendo, dopo aver cangialo i segni 
di questi prodotti per sottrarli (n.** 20 ), si formerà la quantità 

— 5a’ 4- 2a=6 — 4o=6* , 

di cui [arassi la riduzione col dividendo ; e si otterrà per residuo 
— 20 o =6 -1- 8 a= 6 * — 6a^b^ — 4a'6« -f 80 * 6 = . 

Continuando la divisione sopra questo residuo , il primo 
termine — 20a=6 , diviso per 3a* , darà per quoziente — 4a'6, 
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e questo quoziente viene afletto dal seizno ~ , perchè il ili> 
videndo cd il divisore hanno segni diflerenli. Moltiplicandolo 
intanto per tutti i termini del divisore , e cangiando i scj'ni , 
si formerà la quantità 

-1- 20a«6 — 8a'=6* -f ì6aV . 

della quale si farà la riduzione col dividendo , e si avrà per 
residuo 

-f 10a<à’ — ha'b* + 8a’6’ . 

Dividendo il primo termine lOa^ò’ di questo nuovo divi- 
dendo parziale pel primo termine Sa* del divisore , moltipli- 
cando pel risultamento -f- tutto il divisore i scrivendo i pro- 
dotti coi segni cangiati sotto il dividendo parziale e facendo la 
riduzione . non rimane nulla , il che mostra che 4" 26’ è l'ul- 
timo termine del quoziente cercato , il quale per conseguenza 
ha per espressione a’ — àa*6 -j- 26’. 

ài. Qui cade in acconcio l'osservare che tirila divisione 
le moltiplicazioni dei difTerenti termini del quoziente p<d divi- 
sore producono spesso termini , che non si trovano nel divi- 
dendo , e che bisogna dividere in seguito pel primo termine 
del divisore , questi termini sono per lo appunto quelli che si 
sono distrutti quando si è formato il dividendo colla molti- 
plicazione dei suoi due fattori , il quoziente e il divisore- Ecco 
un esempio notabile di sitTalte riduzioni. 

Sia a’ — 6’ da dividersi per a — 6 : 


Dioisione. 

o’ — 6’ 1 a — 6 

MoUiplìeazione. 
a — 6 

a' 4- o6 4 - 6* 

a’ — 0*6 
-f à^b—ab^ 

4- «6’ — a6’ 

— o’ + a*fi 

4- o’6 — 6’ 

— m'A 4* «5* 

4- o6* — 6< 

risultamento a’ — 6’. 

— a6- 4- 6’ 


0. 



Il primo tenuiue a’ del dividendo , diviso pel primo termine 
a del divisore . dà per quoziente a' ; moltiplicando questo quo- 
ziente pel divisore • e cangiando i segni dei prodotti , si trova 
— o’ -i- a*6 : il termino — o’ diatrugge il primo termino del 
dividendo ; ma resta il termine a"6 , che non si trovava da 
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prirC'pio nel dividendo. B poicitò esso contiene la lettera à , 
])uò anche essere diviso per il primo termine del divisore; si far- 
cia questa divisione , e si avrà ab. Moltiplicando ora questo 
quotienlc pel divisore , e rambiando i segni dei prodotti, vie- 
ne — a'b ab” : il termine — a”b distrugge il precedente, ma 
rimane il termine -4- a/)* , che pure non era nel dividendo. Si 
divida questo termine per a, ed otterrassi per quoziente -j- b' ; 
moltiplica nde pai questo quoziente parziale pel divisore, emer- 
gerà , dopo aver cangiati i segni , — ab' b’ t il primo ter- 
mino — ab' annuii Tè il precedente , ed i! secondo 4- 6’ di- 
struggerà 1* ultimo termine — b' che restava del dividendo. 

Per ben comprendere il meccanismo della divisione , ba- 
sta dare un’ occhiata alla molitplicarione del divisore a — b 
pel quoziente a'4~<’^4'^* • situata a fianco della divisioni) 
precedente ; si vedrà che tutti i termini riprodotti nelle di- 
visioni parziali sono quelli che si distruggono , quando si fa 
la riduzione nel prodotto della moltiplicaziope. 

45. Accade talvolta che la quantità per rispetto alla quale 
si ordina, si trovi elevata alla medesima potenza in pui termi- 
ni « sia del dividendo , sia del divisore, tn tal caso è d' uo- 
po disporre questi termini in una medesima colonna , o pure 
scriverli di seguito gli uni agli altri , avvertendo di ordinarli 
tra loro relativamente ad un’ altra lettera. 

La quantità — o’c^ — o''4-2o'*c’ 4* 4" 

4“ a'b* si debba dividere per a' — h' — c'. 

Ordinando la prima di queste quantità per rispetto alla 
lettera a , si disporranno in un.i medesima colonna i termini 
— a*b' e 4" 2o^c*, in un’altra i termini a'b* e — a'c*, e li- 
naimente in un’ultima colonna i tre termini -j- 4® , 4" 24 V , 
-{- 4’e' , ordinandoli per rapporto alla lettera 4 , come vedesi 
praticato nella pagina seguente. 

Il primo termine — a® del dividendo venendo diviso pel 
primo termine a' del divisore, darà — a* per il primo termine 
del quoziente ; formando in seguito i prodotti di questo quo- 
ziente per tutti i termini del divisore , cangiando i segni di 
questi pradottii a line di sottrarli dal dividendo, o situando in 
una medesima colonna i termini alTelti dalla stessa potenza di 
a , si otterrà , dopo la riduzione dei termini simili, il l.° re- 
siduo , che prenderassi per secondo dividendo parziale. 

Il primo termine — 2a*b' di questo nuovo dividendo es- 
sendo diviso per a' , darà per secondo termine del quoziente 
— 2a'b' ; formando poli prodotti di questo quoziente per lutti 
i termini del divisore , mutando i segni di questi prodotti per 
sottrarli dal dividendo parziale, e disponendo in una medesima 
colonna i termini afletli dalla stessa potenza di a . consegni- 
rassi , dietro la riduzione dei termini simili , il 2.° residuo , 
che si assumerà per un terzo dividendo parziale. 

Proseguendo nel modo stesso l' operazione sopra il 2.” re- 
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dendo. Ecco il quadro di tutta 1 op^-ra^ioiie. 




a<6* + a'b* 
2fl^c‘ — o’c‘ 


a'b' 

a^c' 


+ 

-t- 

+ 


fc" 

2h c’ 
b'c' 


a* — 6’ — c’ 


— — ^a'b'—b* 

4- oV’ — 


l.« resto — 2a'b' + a'b* -f b" 
_u a'c' — a'e* 4 2«» r 

4 

4 2o-‘i’ — 2a’<>‘ 

— <ìa'b'e' 


2.“ resto 




-I a'e' — a'b* -f b" 

— ^a'b'c' 4- 2i c' 

— a'e* 4- ^’c‘ 

— a*c' 4- a'b'c' 

4- fl”c' 


3.® resto 


— a'b* 4- fc” 

— a'b'e' 4- 2fcV 

4 b'c* 

4- a'b* — b'' 

— b*e' 


4.® reato — a’b'e' 4" 

4- b'c* 
+ a'b'e' — b’e' 
— b'e* 


0 . 


46. Alcune volte si facilita la divisione scomponendo a 
colpo d’occhio una quantità nei auoi fattori. Se, a caf5ion d’esem- 
pio , si avesse a dividere 8a® — 4a^à* 4“ 4" ^*4" 1 

per 2a’ — £‘4-1 , come questo divisore forma i tre ultimi 
tarmici del dividendo , basterebbe cercare ae esso ò fattore 
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dei Ire primi ; ora questi hanno palesamento per fattore co- 
mune tsa’ , poiché 8 a® — + ka^ = ( 2 a’ — i* + 1 )• 

In grazia di questa osservazione il dividendo assumerebbe la 

forma ( 2 a» — 5 ’ -f 1 ) + 2 a’ — -f 1 , 

ovvero ( 2 a’ — 6 * 4 " -fi): 


la divisione si eseguirebbe adunque immediatamente, togliendo 
il fattore 2 a^ — b' i eguale al divisore , ed il quoziente 
sarebbe 4 o’ 4* *• 

L’ abitudine al calcolo algebrico suggerirà moltissime os- 
servazioni di questo genere , per mezzo delle quali si abbre- 
viano le operazioni , e sì perverrà facilmente a vedere come 
una quantità si risolva nei suoi fattori. Queste scomposizioni 
si rendono spesso evidentissime , quando in vece di eseguire 
le moltiplicazioni che si presentano , non si fa che indicarle. 

Delle frazioni algebriche. 


VI. Quando il modo di fare la divigiono algebrica viene 
applicato 8 due quantità delle quali una non è fattore del- 
r altra , V impossibilità di praticarlo si riconosce da questo , 
che nel corso delle operazioni sì giugno ad un residuo , il cui 
primo termine non può essere diviso per quello del divisore. 
Eccone un esempio ; 


l.“ resto 



4- a'b 4 - 26 ’ 

— aV 


u* 4 - 6 * 

0 4 " 6 


à'ti — 06* 4~ ^6’ 
— a'b . — 6’ 


2.® resto — ab' 4" • 


Il primo termine — ab' del secondo residuo non può dividersi 
esattamente per a* , primo termine del divisore; perciò la di- 
viaiene a questo punto si arresta. Si potrebbe aggiungere, co- 

. — ab' 4“ 6’ 

me io Aritmetica , al quoziente a 4 - * I® frazione ’ 

che ha per numeratore il residuo , e per denominatore il di- 
visore ; ed il quoziente esatto sarebbe 


a 4 " 6 4“ 


6’ — a6* 
a' 4 - 6’ * 


Si vede facilmente da questo esempio che la divùione deve 
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arieilari^i guamh si fn'rcitne ad «r» residuo il cui priaio Itrmin* 
conliene la lellera, ptr rispcllo alla quale si è ordinato, eltcatu 
ad una potenza inferiore a quella d-lla medesima lettera nel pri- 
mo tennine dd divisore, 

48. Allorché la divisiono algebrica di due i]iiaalità non può 
farsi esattaineniu , I' e^prussiono del rpiozicntu resta indicata 
sotto forma frazionaria, assumendo il dividendo per numerato* 
re e il divisore per dono mi nato re ; e por ridurla al maggior 
grado di semplicità possìbile, è d'Uupo cercare so il dividendo u 
il divisore abbiano fattori comuni, pur toglierli via (n.'’38). Ma 
(piando si tratta di polinomi, i fattori comuni non si possono 
scoprire con quella stessa facilità che nei mopomì; non si tio* 
vano in generale che cercando il massimo coma» divisore delle 
due quantità proposto con un metodo analogo a quello staiti* 
filo in Aritmetica pei numeri, 

Le grandezze relative delle espressioni algebriche non si 
potrebbero assegnare, senza dar prima valori determinati alle 
lettere che coiitcngooo ; dunque la denominatione di massima 
cornila divisare, applicata a queste espressioni , non dee esser 
presa rigoiosamento nel medesimo senso che nell' Aritmetica. 

In Algebra bisogna intendere per massimo eomun divisore 
di due espressioni quello tra i Iqio divisori comuni che con* 
tiene più fattori in tutti i suoi termini, vaio a dire, che è dei 
più aito grado (n.° 27}, Come in Aritmetica, co.-l in Algebra 
la ricerca del massimo cornila divisore riposa sopra questa 
principio: Ogni divisore eomuus a due quantità, dee dividere il 
residuo della loro divitione. 

La dimostrazione datane nel n.° 61 dell' Aritmetica di- 
venta più chiara adoperandovi i simboli algebrici, la fatti sia- 
no 4 e io due quantità proposto, D il loro divisore comu- 
pe, Q il quoziente della divisione di A per ed il il residuo ; 
0 siccome nelle divisioni che non su:cedona esattamente , il 
dividendo è uguale al prodotto del divisoru pel quozicnto , 
sommalo col residuo , cosi avrassi 

So ora si dividono i dqe membri di questa equazione per fk, 
yerià 

D~ D D ' 


e ponendo ■^ = a , , quozienti esalti per ipotesi , 1' o- 
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trasportando il termine hQ dal secondo nel primo membro. E 
poiché il primo membro , dio in questo caso dev’ esser com- 
posto dai medesimi termini del secondo , è una {|uanlilà inte- 
ra . dovrà essere una quantità intera anche ^ , o sia fi do- 
vrà essere divisibile esattamente per D. 

tlccip'ocaruuiite ogni divisore comune alle quantità B ed 

B R 

♦l dee dividere Perciocché facendo 7 ; = i , 7 :=r, l’e- 

A BQ , R D D • 

quaziono ^ ^ -j, — diverrà 

Ora dalla forma di questa equaaiofio risulta che .1 dev’essere 
necessariamente divisibile per D , quando b ed r sorto quao- 
tilà intere, 

Dietro questi principi ti cf$aincerd. Come nell' Aritmetica, 
dal cercare te una delle quantità tia etta stessa dicitore dtll'al- 
Irai e te la divisione non succede esattamente, si dividerà il pri- 
mo dicitore^ pel residuo , e così di tequila ; quello dei residui 
(he dividerà esattamente il precedente , sarà il massimo eomun 
divisore delle due quantità proposte : ma bisognerà procedere 
nellp divisioni suddette con quelle avvertenze che la natura 
delle quantità algebriche richiede. 

DrimieraMente (a ricerca del comun divisore di duo espres- 
sioni algebriche non dee intraprendersi che quando esse han- 
no lettere comuni ; in questo caso è mestieri sceglierne una, 
per rapporto alle quale si ordioeraiino le espressioni proposte, 
e si prenderà per dividendo quella in cui questa lettera avrà 
il maggiore esponente ; 1 ' altra sarà il divisore. 

Biane le due quantità 

8 a’ — 3a’b ab' . 

àn'é — ^ab' - 6’ , 
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le quali sono di già ordinate per rispetto alla lettera e; si prenderà 
la prima per dividendo, 0 la seconda per divisore. Ora sin dal 
principio deli’ operazione si presenta una difficoltà che mai non 
s' incontra nei numeri, ed è che il primo termine del divisore 
non può dividere esattamente quello del dividendo , a cagione 
dei fattori 4 e b dell’ uno, che non sono nell'altro Ma la lette- 
ra 6 essendo comune a tutti i termini del divisore , senza es- 
serlo a tutti quelli del dividendo, se ne deduce (n.° 40) che 6 
ò fattore del divisore , e non lo ò del dividendo; ora ogni di- 
visore comune a due quantità non può esser composto che dai 
fattori che sono comuni all' una e all' altra ; dunque, se esiste 
un tal divisore fra le due quantità proposte, esso non può tro- 
varsi che tra i fattori della quantità 4a* — 3ab nella quale 
si cangia la quantità 4a*b — 5ab’ 4- dopo di aver tolto io 
ciascun suo termine il fattore b : per tal modo la quistione si 
riduce a cercare il massimo comun divisore delle due quantità 

3a’ — 3a’i + ai’ — i’ . 

4o* — Sai -fi’. 

Inoltro come si è potuto togliere da una delle quantità pro- 
poste un fattore che non entrava punto nell’ altra , cosi potrà 
introdursi in questa un nuovo fattore , purché non sia fattore 
della prima. Con tale operazione il massimo comun divisore di 
queste quantità, il quale non è formato che dai fattori comuni 
ad entrambe , non verrà allatto alterato. ProGtterò di questa 
osservazione e moltiplicherò la quantità Sa’ — Sa’b -f ab’ — b’ 
per 4 , che non è fattore della quantità 4a’ — 5ab -f b’, a Qua 
di render possibile la divisiona del primo termine delfuna por 
il primo termine dell' altra. 

Avrò in questa maniera per dividendo la quantità 

I2a’ — ISIa’b -f 4ab’ — W . 
per divisore la quantità 

4a* — Sab -f b’ , 

cd il quoziente parziale sarà Sa. 

Moltiplicando il divisore per questo quoziente, e sottraen- 
do il prodotto dal dividendo , si avrà per residuo 

Sa’b -f ab’ — 4b’ , 

quantità , che in virlò del principio stabilito nel comincia- 
mento di quest’ articolo , dee anche avere con 4a’ — 5ab -f b’ 
Io stesso massimo comun divisore che la prima. 
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Avvalendomi dello osservazioni fatte di sopra , rigetto il 
fattore b , comune a tutti i termini dell' ottenuto residuo , o 
dopo moltiplico esso residuo per li., per render possibile la di- 
visione del suo primo termine per quello de) divisore. Ho al- 
lora per dividendo la quantità 

12a*4- tifiti — 166* , 
e per divisore la quantità 

4a* — 5o6 -f 6* ; 
il quoziente parziale è 3. 

Moltiplicando il divisore pel quoziente i e sottraendo il pro- 
dotto dal dividendo , si ottiene per residua 

19o6— 196* ; 

e la questione è ridotta a cercare il massimo comon divisore 
tra questa quantità e I' altra ■ 

Aa* — 5o6 + 6* . 

Ma la lettera a, per rapporto alla quale si fa la divi- 
sione , non trovandosi più net residuo che al primo grado , 
mentre è al secondo nel divisore , quest’ultimo è quello che bi- 
sogna prendere per dividendo , o il residuo passerà a divisore. 

Prima di cominciare questa nuova divisione rigetto nel di- 
visore 19o6 — 196* il fattore 196 comune a tutti i suoi ter- 
mini , il quale non è fattore del dividendo ; ho dunque per di- 
videndo la quantità 


ào* — 5a6 + 6* , 

e per divisore 

a-6. 


Facendo la divisione , questa succede esattamente ; duti- 
que a — 6 è il massimo comun divisore richiesto. 

Risalendo dall’ ultima divisione alla prima , si dimostre- 
rebbe a poslertori che la quantità a — • 6 dee dividere esatta- 
mente le due quantità proposte . e che la medesima dev' es- 
sere la più composta di tutte quelle che le posson dividere. 
Ora dividendo per a — 6 le due quantità proposte 

3a’ — 3a’6 -j- o6* — 6’ , 4o*6 — 5o6* +6’ , 
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esie verranno scomposte conio segue : 


(3a* -f 6’)(a — l>) . [Kab — 6‘)(a — b), 

49. Allorché la qiianlità che si prence per divisore con- 
tiene più termini in etti la lettera per rapporto alla quale si ò 
ordinato trovasi al medesimo grado , senza una particolare av- 
vertenza- l'operazione non avrebbe mai fine. La ricerca del mas- 
simo comun divisore delle quanti là 

a'b -j- oc’ — d’ , ab — oc d’ 
ne porgeià un esimpio, 

Preparando I' operazione corno per una divis'ohe onliltariu 



resto o’c -j- ac' — ad' — d' , 

c dividendo a'b per ab , si trova per quoSicnto a ; moltiplican- 
do il divisore per questo quoziente , e sottraendo i prodotti 
dal dividendo , il residuo conterrà Un nuovo termine , ove a 
sarà ai secondo grado , cioè , il termino a'c proveniente dal 
prodotto di — ae per a. L’ operazione intanto non avrà fatto dì 
questa maniera alcun progresso $ poiché prendendo il residuo 
a'c -j- ac' — ad' — d^ per dividendo , e moltiplicandolo per b , 
a fine di render possibile la divisione per ab , si avrà 



resto a'c’-f-aèc’ — aed ' — oàcP — bd' , 

ed il termine — ac riprodurrà di nuovo un termine a’c' , iti 
cui a sarà pure al secondo grado ; o cosi sempre. 

Per evitare questo ioconveniente , si rifletta che t termini 
del divisore possono essere ridotti a due soli colla scomposizione 
del binomio ab — ac nei suoi fattori ; cosi il divisore ab — ae-f-d* 
diventa = a(6 — e) -{-d' i e ponendo per brevità di calcola 
b — c = m , si avrà per divisore am -f* d’ ; ma allora biso- 
gnerà moltiplicare tutto il dividendo a'b ac' — d^ pel fatto- 
re m , ad oggetto di avere un nuovo dividendo , il cui primo 
termine sia divisibilo per la quantità am che forma il primo 
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termino del divisore : 1’ operazione , fatta da capo , diventerd 


resto — abd' -f- ac‘m — d'm 
— — e*d* 

2.» tcfllo — ab(P — — d’«. 

Questa fiala i termini aiTetti da a* sono, spariti daHi ridendo, 

0 non vi sono rimasti che ì termini affetti dalla prima poten- 
za di a. Per mandar via ancor questi . si dividerà prima il 
termine ac’m per am , e verrà per quoziente c’ ; moltiplicando 
il divisore pel quoziente , e sottraendo i prodotti dal dividendo, 
si avrà il 2.° resto ; poi assumendo questo 2.° resto per un 
nuovo dividendo , si ommelterà in esso il fattore d* , che non 
è fattore del divisore ; otterrassi cosi la quantità 

— a6 — c’ — dm , 

la quale si moltiplicherà di nuovo per m , c si avrà 

am d’ 

resto + 6d’ — c’m — dm* . 

Il residuo àd’ — c*m — dm* di questa ultima divisione non 
contiene più a ; se vi ha dunque un divisor comune tra lo 
duo proposte quantità , esso dovrà essere del tutto indipen- 
dente dalla lettera a. 

Giunta la cosa a tal punto , non può la divisione conti- 
nuarsi più per rapporto alla lettera a ; ma si osserverà che 
se esiste un comun divisore indipendente da a tra le quantità 
bd‘ — c*m — dm' ed am d*. bisogna che esso divida sepa- 
ratamente lo due partì am e cT del divisore ; perocché in ge- 
nerale, se una quantità è ordinata per rispetto alle potenze della 
lettera <t , ogni divisore di questa quantità, indipendente da a, 
deve dividere separatamente le quantità che moltiplìcauo le 
diverse potenze di cotcsta lettera. 

Per convincersene , basterà fare attenzione che in questo 
caso ciascuna dello quantità proposto dov’ essere il prodotto di 
una quaulità dipendente da a , e del divisore comune che n é 

8 



a’fcm -f ac’m — d’i» am d* 
à'bm — ab{T ' c' 
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tDdipeodente. Ora se, per esempio, si ha l’espressione 

Ati* Co* Bcl -j- e , 

nella quale le lettere A , B , C , D , E rappresentano (jiian- 
tità qualunque indipendenti da o, e questa e'^pressione si mol- 
tiplica per una quantità M anello indipendente da a, il prodotto 

MAa* + MBa^ -f MCa' lEDa -t MB . 

ordinato per rapporto ad o , conterrò puro come prima le 
medesime ■potenze di.a ; ma il coi'ITicientc di ciascuna di 
queste potenze sarà un multiplo di M. 

Ciò posto , rimettendo in luogo di m la quantità 6 — c 
da tale lettera rappresentata , si avranno le quantità 

6d* — c’ (6 — c) — d (6 — c)*, 
a(6 _ e) + d* ; 

or qui è visibile ad occhio che b — e o d* non hanno alcun 
rettore comune ; dunque neppure le due quantità proposte 
hanno un divisore comune. 

Se non si fosse potuto conoscere colla semplice ispezione 
oculare che non cravi alcun divisore comune tra à — e e d*. 
sarebbe stato necessario cercare il loro massimo comun divi- 
sore , ordinandole per rapporto ad una medesima lettera, e poi 
assicurarsi se tal divisore divideva altresì la quantità 

6d* — c’ (à — c ) — d (à — c)*. 

50 In cambio di diflferire alla Gne dell’ operazione l' in- 
dagine del massimo comun divisore indipendente dalla lettera 
per rispetto alla quale le due quantità sono state ordinate, rie^ 
SCO più comodo di cercarlo in principio , perchè le più volta 
i residui provenienti da ciascuna operazione parziale si com- 
plicano a misura che si progredisce, ed il calcolo diviene di 
più in più laborioso. 

Siano , a cagion d’esempio , le quantità 

alb^ a}b^ -j- b*e* — : a^c* — a^6c* — b*o^, 
a’b -j- ab* -j- 6’ — a’c — abe — b'e, 

delle quali si cerca il màssimo comun divisore. Dopodìaver-* 
le ordinate per rispetto alla lettera a, il che produce 

(6* — c*) o‘ + (6’ — be') a’ -f b*c' — b'e * , 

* (6 - c) a* ( b'—bc) a-\-b' — b'e, j] 
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oitervo dapprima che se esso hanno un divisore comune che 
sia indipendente da a, bisogna che questo divida in particolare 
ciascuna delle quantità che moltiplicano le diverse potenze di 
a (n.“ 4.9), ed ancora lo quantità 6'c^— fiV e che non 

contengono questa lettera. 

La quistione ò dunque ridotta a trovare i comuni divi, 
sori delle quantità b' — c* e fc — c , ed a verificare in se- 
guito se tra questi divisori ve ne siano alcuni che possano 
dividere nel tempo stesso 

t’ 6c* e 6* — ie , b*e* — e 6* — i’c. 

Ora dividendo 6* — e* per 6 — ^ c , si trova un quoziente esat- 
to 6 -f- c ; dunque b —• e è divisore comune dello quantità 
à’ — c’ e b — c, le quali palesamento non possono averne al- 
tri , perciocché la quantità b — e non è divisibile che per sà 
stessa e per I' unità. Adunque altro non resta che accertarsi 
se mai b — c divida le altre quantità riportale qui sopra , o 
pure se divida ad un tempo le due quantità proposte , il che 
torna lo stesso ; ciò accado di fatto , e si ottiene 

(6 -f c) -f (&* -f bc) a' -f* 6’c‘ -f 6*c’ , 

o* 

% 

Per ridurre queste ultime espressioni al maggior grado 
possibile di semplicità, giova tentare so mai la prima di es- 
se sia divisibile per 6 c . che manifestamente non è fatto- 
re della seconda ; ora tal divisione venendo eseguita , riesce; 
e cosi non avrà più a cercarsi che il massimo comun divi- 
sore delle duo semplicissime quantità 

a* ba' 6V , 
a’ -)- 6a -j- b' , 

Operando sopra queste quantità a norma delle regole sta- 
bilito , dopo la seconda divisione si giungerà ad un residua che 
conterrà la lettera a alla prima potenza solamente; e siccome 
questo resìduo non è comun divisore, se no dedurrà che la lettera 
a non fa parte del massimo comun divisore cercato , il quale 
per conseguenza non è composto che dal solo fattore b — c. 

Che se oltre a questo comun divisore no fosse stato tro- 
vato un altro che avesse contenuto la lotterà a, allora, por ot- 
tenere il massimo comun divisore ricliìesto , sarebbe stato 
necessario moltiplicar tra loro questi due divisori. 

Del resto , acquistata che si sarà una qualche attitudine 
nell’ analisi, le precedenti osservazioni saranno bastanti per rin- 
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\eiiiio in tutti i casi il massioiu coniuu diviboru ; u si trove- 
rà facilineuto c(io le quantità 

6a" + ISa'à — M’c* - IQo’òc’ . 

9a’6 — 27a’6c — 6a6c’ -f 186c’ 

hanno per massimo comun divisore la quantità 3a’ — 2c*. 

51. Le quattro operazioni fondamentali, cioè a dire l’ad- 
^iziono , la sottrazione , la moltipl eazione e la divisione , si 
eseguono sopra le rrazioQÌ algebriche nel modo stesso elio 
sulle frazioni aritmetiche , avvertendo solo di conformarsi , 
nelle operazioni prescritte dalle regole dell Aritmetica, a quanta 
è slato di g'à insegnato intorno ai calcolo delle quantità alge- 
briche. Mi limiterò qui dunque a richiamare alla memoria 
silTatte regole , dando dell' applicazione di ciascheduna di esso 
un esempio. 

La somma delle frazioni 


o 

d 


b 

d ’ 


c 

d ’ 


le quali hanno il medesimo denominatore , cioè la quantità 


7 + 7 + 7 = 


c a -f- b c 


( Arilm. 65 J. 


La differenza delle frazioni 

a b 

d ® d’ 

ehe hanno il medesimo denominatore , ovvero la quantità 

q b a — b 
d d~" d ' 


La quantità intera a aliante alla frazione— , ovvero l’e- 


spressione 


b ae b ac 4- 3 
a " — “““H “ •“ ' ( Anttn, 07 ]• 


Cosi pure l’espressione 

b ac b ac — b 
^ c c c c 
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6t 


ilceiprocaincDto 

I. a« 4- 6 ac , b , b 

I espressione L_ = 

e e e c . 

e r espressione ^ — — = 9 — - {Arilm. 661. 

c e c c ‘ 

5'2.!re frazioni ^ , L , essendo ridoUe al medesimo de- 
* b a 

norpinatore (.diventano rispettivaqiente 

a • a f > • 

Quando le frazioni proposto sono uguali , dev’essere ad=> 
ic ; allora dividendo i due terqiini per cd e chiamando q il 
quoziente , verrà 

■ ad a he h .. . fc . 

TilTe “ 7d~d = ? . e di qui a=eq ,b=;dq ; 

dunque in tal caso i due termini d’una delle frazioni non sono 
che quelli dell' altra moltiplicati pur un fattore comune. 

Le frazioni 

a e e q 

b ' S ' f ' h ' 


picdiante la stessa riduzione, assumono rispettivaménte la forma 


adjh 
bdfb ’ 


tòpi 

hdfh 


ebdh 

bdpi 


gbdf 

biifh 


( Aritm» 69 ]. 


Ne) 0 .° 69 dell'Aritmetica ho dato un metodo per otte- 
nere in certi casi uO denominatore più semplice di quello chu 
risulta dalla regola generale ; i simboli algebrici ne facilitano 
di molto, r applicazione , come or ora si vedrà. 

Siano , per esempio , le due frazioni ^ ridarsi 

alla medesima denominazione. Egli è chiaro che i due deno- 
minatori sarebbero gli stessi, se fosse f fattore del primo, e e 
(attore del secondo. Si moltiplicheranno adunque i due termini 
della prima frazione per f, e i due termini della seconda per 
* * o/* cd 

c , e si otterranno lo frazioni e — , più semplici delle 
, abf bed brf 

b^ ° bbrf ’ avute mollipucando am- 


Digitized by Google 



63 BLBHERTI 

bi i termini di ciascuna delle frazioni proposte pel denomina- 
tore dell’altra. 

In generale , ptr comporre il denominatore comune, ti riu- 
ttirannò in un tol prodotto tulli i fattori primi differenti dei de- 
nominatori delle frazioni proposte, innalzali alla più alta della 
potenze che in tali denominatori *» trovano avere respetlivamente ; 
indi si completerà t’ operazione col moltiplicare il numeratore di 
ciascuna frazione pei fattori di tal prodotto, che mancano nel deno- 
minatore della frazione. 

a d e 

Avendo , a cagion d'esempio, le frazioni ’ ìf' ég ' 

formo il prodotto b*efg ; poi moltiplica il numeratore della 
prima frazione per fg , quello della seconda per beg , quello 
della terza per b’f, ed ottengo 

afg bcdg h'ef 

’ b\fg ' b‘efg 

53. Per la moltiplicazione si ha 

1 X c = T ( ) . 

B 0 

Per la divisione , 

^da dividersi per c,dà ^ ovvero ^ X “ (Aritm. 54, 76) ; 

^ da dividersi per j , produce X - = ^ ( Aritm. 19 ). 

I termini delle frazioni precedenti erano monomi; ma sa 
si avessero frazioni i cui termini fossero polinomi, allora non 
dovrebbero che eseguirsi , col mezzo delle regole date per le 
quantità complesse , le operazioni indicato sopra i monomi ; 
procedendo ài tal guisa si otterrà 

a' -\-b* a — b (a' + &’)(<» — b) 

c -\-d ^c — d~~ {c-i-dj(c-dì 

a’ + ab* — a'b — b’ 

= * 
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Il quoziente della frazione 


o’ 6' 

c + d 


divisa per 



a* 4- c — d_ J*)(c— d) 

e + rf ^ a — é” (c +d)(a — f>) 


g*c + h'e — o»d — 6V ^ 
oc 4" ®d — be — bi 


e lo stesso si pratichi nelle altre operazioni. 

5^. Possedendo bene tutto ciò che precede, si è nello sta- 
to di risolvere agevoinnente qualunque equazione di primo 
grado , per complicata che sia. 

Se si avesse , per modo d'esempio, l'equazione 


(a 4- b)(a; — c) 
a — 6 


4* 46 = 2a; — 


ae 

3a 4" 6 


sì comincerebbo dal far sparire i denominatori , indicando so- 
lamente le operazioni ; e così verrebbe 

[a 4" b][x c)(3a 4" 6 ) 4” 46 (a — 6)(3a 4~ 6) 

= 2x {a — 6){3a 4- 6) — oc (a — 6) ; 


poi , eseguendo le moltiplicazioni , si troverebbe 

3a’x 4 " kabx 4 * — • 3o*c — . 4o6c— b'e 

4- 4SSa’6 — 8a6* — 46’ cà 
6o’a* — habx — 26‘a: — a’c 4 " i 


e trasportando in un sol membro tutti i termini aUfettì da dì, 
si otterrebbe 

— 3o’ar 4* 8a6a! 4“ 36’aj 
s= 2o”c + So6c 4" 6’c “ I2a’6 4- 8o6* 4“ > 

da cni Gnalmente si conchiuderebbe 

2aV 4 - 5a6c 4 - 6V — 12a»6 4 - 8a6* 4- W 

* — 3a* 4” “h 36’ 
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Dei problemi a due incognite , e d^lle quantità Hrgalite> 


S5. Nelle quistioni proceilctìtemcnte risolute non si è ado- 
perala che una sola incognita , e coll’ aiuto di essa c con 
quello delle quantità cognite si sono espresse tutte le condizioni 
della quistione. Non però di meno per taluni di cotesti problemi 
spesse volte riesce più comodo valersi di due incognite; ma al- 
lora vi hanno ad essere, esplicitamente o implicitamente , duo 
condizioni . per formare due equazioni, senza le quali non si 
potrebbero nel tempo stesso determinare lo duo incognite. 

La quistione del n.° 3 , massime come sta enunciata 
nel n.° k , si presenta naturalmente con due incognite ; lo 
quali incognito sono appunto i duo numeri cercati. In fatti , 
so si dinota 

il più piccolo con se , 

' • il più grande con y , 

la loro somma con a , 
la loro dilTercnza con 6 , 

avrassi , giusta I' enunciato del problema , 

x + y = a, 
y — iC = 6. 

Ora ciascuiìa di queste due equazioni , considerata sola 
e romc indipendente dall’ altra , non può assolutamente deter- 
minare una dello incognite. Se , por esempio , si ricava il 
valore di y dalla seconda , essa darà 

y = b-\-x, 

valore che a prima giunta sembra nolla mostrare di ciò che 
si cerca , perciocché contiene la quantità x , che non è data; 
ma se questo valore , il quale rappresenta la incognita y , si 
pone in luogo di essa y nella prima equazione , questa non 
contendo più allora che la sola incognita x , no darà il va- 
lore pei metodi già insegnati. 

Ed in verità , per virtù di tale sostituzione , avrassi 

X -{• b X = a , 

2a; -j- S = a , 

a — b , 

* “ ^*2 ’ - 
e mettendo questo valore di x in quello di y, il quale ùb-\- x, 


ovvero 
0 finalmente 
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si otterrà 


f J + a: =3 5 4- 


a — h a -{‘h 


dunque pei due numeri incogniti li lono ottenute per altra 
via le medesime espressioni che nel n." 3. 

AgevoI cosa egli è in cHetto il vedere che la soluzione 
di sopra non dilTerisce punto . in quanto alla sostanza , da 
quella del n ° 3 ; solamente ho piantata e risoluta la secon* 
da equazione y — x=h , eh' io m' era contentato di enunciare 
in linguaggio ordinario nel numero citato , e da cui aveva 
conchiuso , senza calcolo algebrico , che il numero maggioro 
era w 6. 

56. Sia ancora la quisliono : ' 

Un operaio lavorando presso un particolare per lo spasso 
di 12 giorni, ed avendo acuto con seco nei primi 7 giorni sud 
moglie e suo figlio, ha ricevuto per tutti 74 franchi; ha lavorato in 
seguito presso il medesimo particolare 8 altri giorni, per 5 dei ' 
quali ha acuto seco sua moglie e suo figlio , ed ha ricevuto per 
questo teippo SO franchi. Si domanda quanto guadagnava egli 
al giorno di sua parte, e quanto guadagnavano insieme nel me- 
desimo tempo sua moglie e suo figlio. 

Sia cc il guadagno giornaliero del marito , 
y quello della moglie o del figlio I 
12 giorni d’ opera del marito produrranno franchi 12x , 

7 della moglie e del figlio importeranno 7y ; 
dunque per la prima circostanza del problema si avrà 

12«+7y = 74 : 

8 giorni d' opera del marito produrranno , 

5 della moglie e del figlio importeranno 5y t 
dunque per la seconda circostanza del problema dovrà essere 


ì 


8a: -f 5y = 60. 

E ragionando qui come nella quistione - precedente , si 
prenderà il valor di y dalla prima equazione • e si otterrà 

74 — 12« 

poi si porrà quest) valore nella seconda dopo averlo 

9 
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plicato per 5 , perchè \i è 5y , o verrà 


8x + 


370 — 60« 
7 


50, 


•qaaziooe la quale non contiene che la sola incognita x. 
Risolvendo questa equazione , si avrà successivamento 

56ar + 370 — 60® = 350 , 

370 — 4® = 350 ; 

e trasportando — 4» nel secondo membro, e 350 nel primo, 
ai otterrà 

370 — 350 = 4® 

20 = 4® iTi 

4 “ ® 

5= ®. 

Conoscendo ®, che si è trovato eguale a 5 , io si pone 
questo suo valore nella formola 


y — 



il secondo membro diverrà cognito , e si avrà 
74 — 12 X 5 74 — 60 14 

V = , -, 


laonde y =s 2, 

L’ operaio adunque guadagnava 5 franchi al giorno, men* 
tre la moglie ed il figlio insieme non ne guadagnavano che 2. 

57. Il lettore avrà forse osservato che risolvendo più sopra 
l’ equazione 370 — 4® = 350 , ho trasportato il termine— 4ac 
dal primo nel secondo membro: ho cosi fatto per evitare una 
lieve difficoltà che avrebbe avuto luogo senza di questo , e 
della quale passo a dare la spiegazione. 

Lasciando — 4® nel primo membro, e trasportando 370 
nel secondo, si avrebbe ' 

— 4® = 350 — 370; 

0 riducendo il secondo membro conformemente alla regola del 
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Q.* 19 , n« sarebbe risultato 

_ 4^ ss — 20< 

Ma perchè si è evitato nel nomerò precedente il segno — dal 
quale era afTetta la quantità kx, trasportando questa quantità 
nell’ altro membro , perchè parimente la quantità 350—370 è 
divenuta 370 — 350 cangiando di membro , e finalmente perchè 
una quantità passando cosi da un membro all'altro cangia di se> 
gno ( n.° 10 ) , è evidente potersi giungere ai medesimi risulta* 
menti, mutando immediatamente is^ni della quantità — 

9 — 370 , il che darà 

kx — — 350 + 370 , 
otyero hx = 370 — 350 , 

equazione la quale in tutto è la stessa cosa che 

370 — 350 = lkr. 

Anzi farsi il cangiamento di segno a dirittura sopra 
l’ ultimo risultamento 

— =; — 20 ; 
e viene allora , come sopra , 

hx = 20. 

Di qui è che tutte le quantità affette dall’ incognita potranno 
trasportarsi indifferentemente nell’ uno o nell’ altro membro, av- 
vertendo solo di mutare nel tempo stesso tutti i segni in en- 
trambi i membri dell'ultimo risultamento , qualora V incognita 
cenùre affetta dal segno — . 

58. Prima d'intraprendere col magistero delle lettere la ri- 
soluzione generale del problema del n.° 56 , piacemi esami- 
nare ancora un caso particolare. Suppongo che la prima som- 
ma ricevuta dall' operaio sia di franchi, e la seconda di 30 
franchi , le altre circostanze restando per altro le stesse ; le 
equazioni del problema saranno in tale supposto 

1205 -f 7y = 46 . 

' 8o 5 -f 5y = 30. 

La prima dà 


46 — 12ir 
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moltiplicando questo valore per 5 a fine di mettere il risulta- 
mento io luogo di 5^ nella seconda , si avrà 


8o: + 


230 - OOt 
7. 


= 30; 


facendo sparire i denominatori , si otterrà 

56x 4- 230 — COx = 2IQ , 
ovvero 56x — 60* = 210 230 , 

0 pure — 4* = — 20 ; 

'e cangiando i segni dui due membri « secondo l' Qsservaiicmo 
del numero precedente , si troverà Onalmente 

4* = 20 . 



Se ora nelb espressione 
il suo valore ^ , verrà 

y = 




46—60 


e riducendo il numeratore del valor di ^ , emergerà 


y 



Intanto come dovrà egli mai interputrarsi il segno — ^ 
da cui è afletta la quantità isolata 14 ? Ben si comprende ci6 
die significa il complesso di due quantilà separale dal segno — , 
allorché la quantità da sottrarre è minore di quella da cui dea 
sottrarsi ; ma da qual cosa può mai sottrarsi una quantità 
che non ò unita a verun’ altra nel membro ove si trova? Per 
rischiarare questa specie di paradosso, il miglior mezzo die si 
presenta si è quello di risalire alle equazioni stesse cho 
esprimono le condizioni del probleipa; conciossiaclic stando co- 
si più da presso al suo enunciato , vi si potrannu meglio leg- 
gero le circostanze che hanno dato luogo alla ineseiilo diffi- 
coltà. 

Riprendo adunque 1’ equazione 

12* + 7»/ *= 40 , 

pongo in luogo di * il suo valore 5 , e viene 
60 + 7y = 40. 
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Or guardando solameote qih'sta equazione, vi si scorge un 
assurdo. In fatiti non è possibile formare il numero aggiiin' 
gundo una qiiantilà al numero 60 , che solo già supera 46« 
Prendo pure la seconda equazione 

Sa; + 5-/ = 30 , 

e ponendovi 5 in luogo di x ^ trovo 
40 4- 5y = 30 ; 

e questa equazione rinchiude il medesimo assurdo dianzi in- 
contrato , giacché converrebbe che il numero 30 potesse for- 
marsi aggiungendo una quantità al numero 40. 

Ora le quantità ovvero 60 nella prima equazione , 
Sa; ovvero 40 nella seconda , esprimono ciò che guadagna 
l'operaio col suo solo lavoro; le quantità 1y e rappresen- 
tano i guadagni attribuiti a sua moglie insieme ed a suo fi- 
glio ; mentre i numeri 46 e 30 dinotano la somma data per il 
salario cumulato di queste tre persone ; è da vedere adesso 
con accortezza in che consista I’ assurdo. 

Si osservi che giusta I’ enunciato I’ operaio guadagnerebbe 
piò da se solo di quel che non faccia aiutato dalla moglie e 
d.il Tiglio t è dunque impossibile di considerare il danaro at- 
tribuito al lavoro della moglie e del figlio come un aumento 
ai salario di quest'operaio. 

Ma so in vece lii prendere il danaro attribuito alla mo- 
glie insieme ed al figlio corno un guadagno, si riguardasse co- 
me una spesa fatta da essi a carico doli’ operaio , allora biso- 
gnerebbe togliere questo danaro da quello guadagnato dal solo 
marito , e non vi sarebbe più contraddizione alcuna nello 
epilazioni , pereliò esso diverrebbero 

60 - tir = 46 , 

40 - = 30. 

Si ricaverebbe si dall’ una che dall’ altra 

y = 2; 

c quindi sì conchiudcrcbbc che sa Y operaio guadagna 3 fr. 
al giorno , la nioglio un ta al Gglio gli cagionano una sposa di 
2 fr.; il che può d’altra parte verificarsi nel modo soguoute. 
Per 12 giorni di lavoro I’ operaio guadagna 

5fr. X 12 ovvero 60fr.; 

la sposa cagionatagli da sita moglie c da suo figlio por lo spa- 
zio di 7 giorni è di 

2fr. X ovvero 14fr. : 
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restano dunque all'operaio 46 fr. 

Per 8 giorni di lavoro egli guadagna 

5fr. X 8 ovvero 40fr.; 


la spesa di sua moglie è di suo fìllio per 5 giorni ò di 
2fr. X S ovvero lOfr. : 
gli restano dunque 30 fr. 

Or egli ù cosa ben chiara che aHenunciato del n.*’ 56, 
perchè il problema proposto sia possibile coi dati precedenti , 
conviene sostituire quest’ altro : 

Un operaio lavorando pretto tm particolare per 12 ^tornt , 
ed avendo avuto seco nei primi 7 giorni tua moglie e suo figlio, 
che gli cagionavano una tpeta , ha ricevuto 46 franchi : ha lavo- 
rato in seguito altri 8 giorni , per 5 dei guati aveva con ti tua 
moglie e tuo figlio , i guati gli cagionavano ancora la medesima 
tpeta , ed ha ricevuto 30 franchi. Si domanda guanto guada- 
gnava al giorno , e guanto tpendeva nei medesimo tempo per 
tua moglie insieme e suo figlio. 

Chiamando x il guadagno giornaliero doli’ operaio , ed y 
la spesa cagionatagli dalla moglie e dal Gglio in ciascun gior« 
no , le equazioni del problema saranno evidentemente 

12« — 7y = 40 , 

8x — 5y = 30 , ^ 

le quali venendo risolute come quelle del n.° 56 , daranno 


X = 5fr. , y = 2fr. 

59. In tutti i casi nei quali si troverà per il valore dell’ inco" 
gnita un numero atTutto dal segno — , potrà aggiustarsi l’enuncia- 
to del proplema in una maniera analoga alla precedente , esami- 
nando con accuratezza qual sia la quantità che , da additiva 
che era nel primo enunciato , dee diventar sottratliva nel 
secondo; ma l’Àlgebra ci dispensa da qualunque ricerca su 
questo soggetto , qualora si saprà convenevolmente operare so- 
pra le espressioni afTette dal segno ~ ; imperocché queste espres- 
sioni essendo dedotte dalle equazioni del problema , debbono 
soddisfare a queste equazioni: vale a dire che sottoponendole alle 
operazioni indicate nelle equazioni, si deve trovare pel primo 
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membro un velare eguale a quello del secondo. Cosi 1’ espres* 
Sione ^ ' cavata dalle equazioni 


I2a: + 7y = 46. 

So: -j- Sy = 30 

deve unitamente al valore a; = 5 dedotto dalle equazioni me* 
desimo , verifìcarlu entrambe. 

La sostituzione del valore di a; dà a prima giunta 


60 -f 7y — 46 , 
40 + 6y = 30. 


Rimane ora a fare la sostituzione di 


—14 


in 


luogo di y ; 


e a tale oggetto conviene moltiplicare questa espressione per 7 
0 per 5 , avendo riguardo al segno — da cui la medesima si 
trova afTelta. 


Se vi si applica la regola dei segni data nel n." 42 per 
la divisione , si avrà 



indi per la regola dei segni relativa alla moltiplicazione , si 
otterrà 

7 X — 2 = — 14 , 

5 X — 2 = — 10. 

Le equazioni 

60 + 7i/ = 46 e 40 + 5y = 30. 

divenendo rispettivamente 

60 — 14 =3 46 e 40 — 10 = 30 , 

si troveranno veriGcale non già sommando le due parti del 
primo membro , ma bensì sottraendo la seconda dalla prima, 
come si è fatto più sopra dietro la considerazione della for- 
ma di coleste equazioni. 

60. Siccome i dati del problema del n.“ 58 non hanno 
permesso di risolverlo nel senso del primo enunciato , vale a 
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litro per addizione . o «ia lisiiiarflando com»' «n Ruadagno il 
danaro altribuito alla presenza della moglie e del figlio dell ope- 
raio ; cosi il secondo enunciato non converrebbe niente me- 
glio ai dati del problema del n.° 56. 

In fatti se in questo caso si volesse considerare la y co- 
me esprimente una spesa , le equazioni 

12a: — ly = T*. 

Sa; ~ 5y = 50 

che si avrebbero allora , darebbero 


-U 

a;=5 ed y = — ■ 

e la sostituzione del valor di x cangerebbo da prima questo 
equazioni ili 

60 - = 7i , 

40 — 5y =5 50 . 

Ora r assurdità di questi risuUamenti è precisamente con- 
traria a quella dei risuUamenti del n.“ 58 , giacché si traila 
ora di essere giunti a residui maggiori dei numeri 60 e 40 , 
dai quali si tolgono le quantità 7y e 5y. 

Pertanto il segno — dal quale è alfetta 1' espressione di 
y , non solo indica un assurdo , ma di più lo corregge , poi- 
ché secondo la regola dei segni 



e ' — 7x-2 = -fl4, 

— 5 X - 2 = -t- 10. 

Con questo mezzo le equazioni 

60 - 7y j= 74 , 40 — 5y = 50 , 

diventando 

60 -1- 14 = 74 , 40 -t- 10 = 50 , 

si veriGcano per addizione; ed in conseguenza le quantità — 7y 
e — 5^ , trasformate in -)- 14 , 10 , in vece di esprimere 

spese a carico dell’ operaio , son da riguardarsi come un gua- 
dagno par esso : si ricade adunque anche in questo caso 
sopra il vero enunciato della quistione. 
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61. Dai prccpdonti esempi chiaramente si vede che ne- 
gli enunciati dei problemi di pWmo grado »' incontrano alte voi-- 
te alcune contradai zioni , che V Algebta fa non solamente cono- 
scere , ma di cui accenna ancora la rettificazione, rendendo sot- 
trattice certe quantità eh’ eransi riguardate come additive, o ad- 
ditine certe quantità che eranti riguardate come sotlraltive , e 
ciò col dare per te incognite valori affetti dal segno -*• . 

Ed ecco ciò che dee intendersi allorché si dice comune* 
mente che i valori alTetti dal segno — ^ , i quali si chiamano 
soluzioni negative « risolvono io un senso opposto al suo enun- 
ciato la quistioiie ove essi s' incontrano. 

Quindi è che le quistioni i cui enunciati sono in guisa le- 
gati tra loro , che le soluzioni che soddisfano ad uno di tali 
enunciati , con un semplice cangiamento di segno soddisfano 
anche :<ir altro , a parlar propriamente , riguardar si possono 
come un solo e medesimo problema. 

62. Poiché le quantità negativo risolvono in un certo sen- 
so i problemi da cui derivano , egli è a proposito di* esami- 
nare più da Vicino 1’ uso di queste quantità , e primieramente 
di assicurarsi della maniera colla quale conviene eseguire le 
operazioni sopra di esso indicate. 

Si è fatto uso di sopra delle regole dei segni preceden- 
temente trovate per ciascuna delle operazioni fondamentali -, ma 
queste regola non sono stato alTatto dimostrato sopra quantità 
isolate. Nella soltrazione, esempligrazia , si suppose che biso- 
gnava toglier da a l'espressione b — c, nella quale la quan- 
tità negativa — c era preceduta da una quantità positiva b 
(n.® 20). Ora ben si potrebbe ridurre B — c a — c , ponen- 
do 6 = 0. il che muterebbe quel risultamento in a c ; ma 
il ragionamento fatto nel luogo citato , supponendo 1’ esistenza 
della quantità 6 , non è rigorosamente applicabile a questo 
caso ; e siccome la teorica dello quantità negativo è una delle 
più importanti ed insieme delle più spinose dell’ Algebra , egli 
è di grande interesse l’appoggiarla sopra salde basi. Per con- 
seguire un tal fine, bisogna prender le mosse più da lontano, 
e risalire sino all' origine delle quantità negative. 

La maggior sottrazione che può farsi da una quantità, ò 
il toglierla da sé stessa ; ed in tal caso si ha per residuo 
zero ; cosi a — a = 0. Ma allorché la quantità da sottrarsi su- 
pera quella da cui dee sottrarsi , la sottrazione non può più 
eseguirsi per intero ; ed altro allora non fassi che operare nella 
quantità da sottrarre una riduzione uguale alla quantità dalla qua- 
le essa dovrebbe esser sottratta. Quando da 3, per esempio , bi- 
sogna togliere 5, ovvero quando si ha la quantità 3 — 3, to- 
gliendo a prima giunta 3 da 5 , viene a scomporsi il 5 nelle 
due parti 3 e 2 delle quali la successiva sottrazione equivale 
a quella di 5 ; e perciò in luogo di 3 — 5 si ha 1’ espressione 
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equivalente 3 — 5 — 4 elio si riduce a — 1. Il aegne — die 
precede il 2 , dimostra che vi sarebbe stalo bisogno di questa 
quantità , aOìnchè la sottrazione avesse potuto interamente 
farsi : di maniera che se si fosse aggiunto 2 alla prima delie 
quantità , si sarebbe ottenuto 3 -f- 2 — 5 , cioè zero. Si 
esprime dunque per mezzo dei segni algebrici l’ idea da do* 
versi annettere alla quantità negativa — a , fermando 1' equa* - 
zione a — a = 0, 0 sia riguardando i simboli a — a, b — ò, ec- 
come equivalenti a zero. 

Ciò posto , ben si comprende che unendo alla quantità 
qualunque a il simbolo b — b , cho in sostanza non è altro 
che zero , non sì cangerà punto il valore di questa quantità, 
e che in conseguenza l’espressione a-\-b — 6 non è che 
un'altra maniera di scrivere la quantità a ; il che è per altro 
evidente , poiché i termini -j- è e — b si distruggono. 

Ma avendo con tal cangiamento di forma fatto entrare 
cella composizione di a le quantità -j-b e — b, egli è chiaro che 
per sottrarre una qualunque di queste quantità , basterà can* 
celiarla. Se si vuol togliere -f- b da a , si cancellerà b , e re* 
sterà a — b , il che va d’ accordo colla convenzione stabilita 
nel n.° 2 ; cho se al contrario si vorrà sottrarre — b , si 
cancelleià quest’ ultima quantità, e resterà a*4-b, come si 
conchiuderebbe dal n.° 20. 

In quanto alla moltiplicazione si osserverà che il prodot- 
to di a — a per -j- b dev’ essere ab — ab , perchè il molti- 
plicando essendo ugnalo a zero , il prodotto deve pure essere 
zero : ed il primo teimino essendo 4* ob , il secondo dee ne- 
cessariamente essere — ab , per distruggere il primo. 

Si conchiuderà da ciò che — a mollip icato per -f- b deve 
dare — ab. 

E moltiplicando a per b — b , si avrà pure ab — ab , pe- 
rocché il moltiplicatore essendo uguale a zero , il prodotto sa- 
rà parimente uguale a zero , e bisognerà in conseguenza che 
il secondo termino sia — ab per distruggere il primo -f* ab 

Dunque -4* a moltiplicalo per — b dove dare — ab. 

Finalmenle se si iiìoltipUca — a per b — b , il primo ter- 
mine del prodotto dovendo essere , per ciò che precede, — ab, 
converrà che il secondo termine sia *4- ab, poiché il prodotto 
dev' esser nullo nel medesimo tempo che il moltiplicatore. 

Dunque — a moltiplicalo per ~~ b deve dare -{- ab. 

Ravvicinando questi risuitamenti , se ne deducono le ma-, 
desime regole del n.° 31. 

Il segno di un quoziente , combinato con quello del divi- 
sore , seguendo le regole proprie alla moltiplicazione , do- 
vendo riprodurre il segno del dividendo, si coocbiuderà dal gii 
detto , che la regola dei segni , data nel n.° 42 • convien 
pure al caso presente , c che per conseguenza le qvantUi mo- 
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M«Mi« , piando lono ùolaU , fi combinano , ritp^tt ai loro ti- 
gni , corno quando fan parto dei polinomi. 

63. Dietro queste osservazioni si potrà sempre . qualora 
•' incontreranno valori negativi , risalire al vero enunciato del 
problema risoluto , cercando in qual maniera questi valori 
soddisfacciano alle equazioni del problema proposto ; e ciò 
verrà maggiormente confermato dall' esempio segenta, il qua* 
le si riferisce a numeri difTerenti nella specie da quelli con* 
siderali nella quìstione del n.° 56. 

64. Duo corrieri, per andare all'incontro l'uno deli altro, 
partono nel medetimo tempo da due città , la cui ditlama è da- 
ta ; à noto quanti chilometri percorre ciascuno dei corrieri in 
un'ora , e li cerca a qual punto della strada che unisce le due 
città , questi corrieri s' incontreranno. 

Per rendere più evidenti le circostanze del problema , ho 
posto qui sotto una figura nella quale i punti indicati dalle 
lettere maiuscole A e B rappresentano i luoghi di partenza 
dei due corrieri. 


ARS 

Esprimerò al solito con lettere minuscole le quantità note 
e le quantità incognito del problema. £ dirò 

a la distanza dei punti di partenza A e B , 

b il numero dei chilometri che percorre in un’ora il cor- 
riere partito dal punto A , 

e il numero dei chilometri che percorre nello stesso tempo 
Il corriere partito dal punto B. 

Inoltre supponendo che la lettera R sia situata nel punto 
d' incontro dei due corrieri , chiamerò 

X la lunghezza della strada AR percorsa dal primo , 

y la lunghezza della strada BR percorsa dal secondo ; a 
siccome 


il/i BR zn AB , 


avrò r equazione 


as -|- y = a. 


Considerando poi che gli spazii «; ed y sono percorsi nel 
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medesinio tempo , si osserverà che il primo corriere , il qua* 
le Ta un numero b di chilometri in un'ora di tempo% per* 

correrà lo spazio a; in un tempo rappresentato da 

Parimente il secondo corriere , che percorre un numero 
c di chi'ometri in un’ ora , percorrerà lo spazio y in no teiQ* 

y 

po espresso da — : si avrà dunque 
c 


6 c 


1.0 equazioni del problema saranno per conscguonia 
a: + 1/ = a , 

b e ■ 

E facendo sparire il denominatore b dalla seconda, si avrà 

C 

ponendo questo valore di x nella prima equazione, essa diventerà 


c se nc conchiuderà 


7 +y = a . 


by cy z=ac , e quindi y = 


ae 


6 c ’ 


Sostituendo poi il trovato valore di y in quello di a; , si 
otterrà 


b ac ahe 

X = - Xr-7— . . ovvero » = , - (n,° S 3 ) . 


c c 

0 finalmente 


c( 6 -f- c) 


ab 


Dacché non entra alcun segno — nei valori di a; c di ^ , è 
evidente che qualunque siano! numeri che si prendono in vece 
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delle lettere a, b, e, si troveraneo sempre per « e per y due 
numeri aflutti dal segno -f-> ^ che io conseguenza il problema 
proposto sarà sempre risoluto nel senso preciso del suo enun- 
ciato. In fatti si comprende facilmente che in tutti i casi in 
cui due corrieri vanno nel tempo stesso I’ uno verso I' altro , 
debbano necessariamente incontrarsi. 

GS Suppongo ora che i duo corrieri vadano verso la stessa 
parte , in modo che quello che è partito dal punto A , corra 
dietro a quello che è partito dal punto B, andando verso un 
punto C , posto al di là del punto B , rispetto al punto 4« 


A B B ' C 

Egli è manifesto che in questa ipotesi il corriere partito 
dal punto A non può raggiugoere il corriere partito dal punto 
B . a meno eh’ ei non corra più veloce di quest’ ultimo ; e 
che il punto d'incontro R non ò più tra 4 e ma al di là 
di B per rapporto ad 4. 

Conservando i medesimi dati di sopra, o avvertendo cito 
allora 


AR-BR— AB, 


si avrà 


X — yss a. 


La seconda equazione 



non esprimendo che I' eguaglianza dei tempi impiegati dai cor- 
rieri nel percorrer gli spazii AR c BR , rimane la stessa. 

Le due equazioni di sopra, venendo risolute come lepre" 
cedenti , danno 


X 



by 

-r — y = « . 


by^cyszac , 


ac 

^ = - 


X = ~ y. 


ac 


ale 


b c c(6 — f ) ’ 
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• fioalmento 


X ss 


ab 

b — c 


Qui i valori di as e di y saranno positivi sol quando ai 
prenderà b maggiore di e , cioè a dire , quando si supporrà 
che il corriere partito dal punto A , vada con celerità mag- 
giore deir altro. 

Se , per esempio , si suppone 


ti ha 


è = 20, 

o 

li 

8» 

_ 20a 

= ?2f-2« 

0 
1 

1 

10 

lOa 

lOa 

1 

IC 

0 

1 

o 

” 10 " “ 


donde risulta che il punto d’ incontro R è lontano dal punto 
A di due volte AB. 

Se poi si suppone b minore di c , facendo per esempio , 


>10 , 


c=s20 . 


ai trova 

lOa IO» 

, = _!22_=i!l=-iìa 
* 10—20 —10 


Questi valori essendo afietti dal segno — , dimostrano che 
il problema non può più essere risolato nel senso del suo enun- 
ciato ; ed in fatti è assurdo il supporre che il corriere partito 
dal punto A, non percorrendo che 10 chilometri perora, possa 
mai raggiungere il corriere partito dal punto B, il quale per- 
corre 20 chilometri per ora , ed ò innanzi al primo. 

66. Intanto questi medesimi valori risolvono il proalema 
in un certo senso ; perciocché sostituendoli nelle equazioni 

as — .y s=a , 

X y 

b c ' 
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•i ha , per I# regole dei legni , 


— a + 2a = a , 

o_ 2 a 

IO ^ 20 ’ 


ch^j’^DreseStanr • Pe«^hè effeltuando le ridaiioni 

E •' F ? ^3 r •« 

e»£ -e, ■probi,^3*4333L.rir.::r 

® ®pa*'0 a corrispondente ad a: e nercorso dal 

=.rd!;4”.ii-x.‘‘“ “ “'"“•Vuta'd.i 3“i*” 

direaSne dei'SrdTd"®"’®^ “"® “ella 

verso il Dunto C ma . “e e®'''''®” ! ®*si non camminano piti 

cZ 11, ss.'ia’ 4i'flg„sr““ • • 


A £ Il 

ed il loro incontro succedo in £'. Da ciò seguo 

- A£' £= A£ , 

il che di 

y — a = a ; 

d altra parte si ha sempre 

f _y 
b -è ' 

e si troverebbe 


a: = 


_fli _ lOa 
c— 6 ~ ^—16 “ 


« , 


V = -fi — 20a 

c— 6 ~ 20— tO “ ’ 


valori positivi . i quali risolvono il problema 
ciao del suo enunciato. 


nei feofo prO" 
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C7. Questo problema presenta un caso nel quale ò il«;l 
tutto assurdo. Un tal caso ha luogo allorché si suppone die 
i due corrieri camminino colla stessa velocità ; egli è inani' 
festo che da qualunque lato si facciano camminare , essi non 
possoD mai incontrarsi , perciocché conservano sempre tra loro 
la stessa distanza dei loro punti di partenza. Questo assurdo, 
che nessuna modificazione nell’ enunciato può far disparire , 
si manifesta evidentemente nelle equazioni. 

Si ha allora ésc, perché i corrieri , andando colla 
stessa celerità , percorrono il medesimo spazio io un' ora s 
quindi l'equazione 

f _ » 

ò “c ’ 

diventa 

£ _y 

b ~b ' 

e dà 

* = y . 

Perciò r equazione x — y — a si cangia in 

a — a = a , cioè in 0 = a , 

risultamento palesamente assurdo , poiché suppone nulla Una 
quantità a la cui grandezza è data. 

68. Cotesto assurdo si manifesta in una maniera molto 
singolare nei valori dello incognite 

ab ac 

/»* Al ^ • 


divenendo 0 il loro denominatore b — e allorché b = c , si ha 


X B=: 




Non si comprende cosi facilmente che possa essere il quo- 
ziente di una divisione, quando il divisore é zero ; solo si vede 
che se si prendesse 6 assai poco diiTereote da c , i valori di 
a? e di y diverrebbono grandi ssimi. Per convincersc"® > "on 
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e vorrà 


« 



e si vede facilmente che il divisore diminuendo a misura che 
si rende più piccola la differenza dei numeri 6 e c , si otten- 
gono valori sempre maggiori. 

Intanto , siccome una quantità per piccola che sia non 
può essere giammai presa per zero, ne segue che per quanto 
si suppongano poco differenti tra loro i numeri rappresentati 
da ò e da e , ed in conseguenza per quanto grandi fossero i 
valori risultanti di j; e di y , giammai si giungerebbe a quelli 
che corrispondono, al caso di ò = c. 

Questi ultimi non potendo essere rappresentati da alcun 
numero , per grande che si supponga , sono detti infinUi : ed 

ogni espressione della forma ^ , il cui denominatore ò zero , 

è riguardala come il simbolo dell’ infinito. 

11 
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Questo esempio dimostra che l' infinito matemalieo è una 
idea negativa , perocché non vi ai perviene che per l'impos- 
sibilità di assegnare una grandezza che possa risolvere il pro- 
blema. 

Potrebbesi qui domandare come i valori 


ab ac 



soddisfanno alle equazioni proposto ; perchè è una proprietà 
essenziale dell’ Àlgebra che i simboli dei valori delle incogni- 
te , qualunque essi siano , venendo sottoposti alle ‘operazioni 
indicate sopra queste incognite , debbano soddisfare alle equa- 
zioni del problema. 

Sostituendoli nelle equazioni * 

X — y = a , 

X y 

b^b • 

le quali corrispondono al caso di à = e , si ha per la priaia 
ab ab 

ó — 0 “ ® ' 

ovvero = a , o pure ab-^ab=ia XO, o fioalmeots 

0 = 0, perchè o X 0 = 0. 

La seconda equazione per Io stesso caso dà 

ab ab 

ÓlTb ■" 0 X b ’ 

e cosi i due membri di ciascuna equazione divenendo eguatll, 
questo equazioni sono soddisfatte. 

Resta ancora a spiegare come la nozione indicata daN 

r espressione corregga l' assurdo del risultamento trovato 

nel n.° 67. À tal uopo si divideranno per x i due membri 
deh' equazione 

« — y = a r 
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e li avrà 



• aiccome Tequaziona 

* — y 

6 ~b 

dà « ^ y I la prima divarrà 

t — 1 = — , oaaia 0 = - . 

X a 

Qui r errore consiste nella quantità - per la quale il ia> 

condo membro supera il primo : ma questo errore diverrà 
sempre più piccolo a misura che si prenderà per x un nu- 
mero successivamente maggioro. Adunque con ragione l'Al- 
gebra dà per X un’espressione da non poter essere rappre- 
sentata da alcun numero , per grande che fosse , la quale pe- 
rò , venendo in seguito di quelle che rappresentano numeri 
di mano in mano maggiori , indica in qual senso possa di- 
minuirsi sempre più I' errore della supposizione. 

69. Se i corrieri camminando con egual velocità e per 
lo stesso verso . partissero dallo stesso punto , il loro incontra 
non succederebbe più in un punto particolare , perchè avrebbe 
luogo in tutta l’estensione del loro corso : ora giova vedere 
come questa circostanza venga rappresentata dai valori che 
prendono in questo caso le incognite x ed y, 

B 

A C 

Il punto A ed il punto B essendo riuniti in un solo , al 
ha per tal caso a = 0 , e tuttavia 6 = c ; adunque verrà 

0.6_ 0 . O.e 0 

Per interpetrare questi valori i quali indicano una divi- 
•ione in cui il dividendo e il divisore sono ambidue nulli , * 
risalgo alla equazioni dei problema. La prima divenendo 

« — ya«0, dà « = Vi 
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0 fioslihiendo questo valore nel/a seconda eqnaiione , che in 
questo caso ò 


X 

b 



no viene 



L’ ultima equazione avendo i suoi due membri identici , 
ci<;e composti dei medesimi teriniui , presi col medesimo se- 
gno , è soddisfatta , qualunque sia il valore elio diasi ad y , 
o pero non potrebbe detenuiiiar questa incognita. D'altra par- 
te è chiaro che 1' equazione 


X y 

~b ad ® = y . 


e non esprime in conseguenza nulla di più che la prima (*). 
Jlisulta sotameEite dall* una o dall* altra, che i du-* corrieri sa- 
ranno se.mpre insieme , poiché le distanze x ed y hanno am- 
bedue principio netto stesso punto A , e sono eguali . i loro 

valori vestando peraltro indeterminati. L' espressione ^ è qui 

dunque il simbolo d’ una quantità indeterminata : dico qui. per- 
che VI sono dei casi dove questo non succedo; ma allora la 
cspressioiie proposta non ha la stessa origino della precedente. 
70 . Per darne un esempio , sia 


a (a* — 6*) 
b[a — b) • 


Questa quantità nella sua forma attuale diviene ^ quando si 

suppone 0:^6 ; ma so si riduce prima alla sua più. semplice 
espressione , togliendo via il fattore a — b^comune al nume- 


* discorso , gli anaiisil danno atte equazioni 
stesse f epiteto d’identtcAe : cosi 

y y 

b ~~ b" ^ un' equazione identica ; 6 — 3x= 8 — 3io n’e Un' al- 
tra ; e quando dne equazioni esprimono la stessa cosa si dice pure 
che queste due equazioni sono identiche. 
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ratorr cd al denominalpre , ai Iruva 

a (a+ft) 
b ’ 


-che dà 2a nel caso di a = b. 

N>n accade lo stesso dei valori di ar e di y trovati net 
numero antecedente; poiché essi non sono suscettibili d' essere 
lidotli ad una espressione piò semplice. 

Risulta intanto da quel che si è detto , che quando incon* 

trasi un’ espressione che^diventa ^ , bisogna , prima di de- 
cidere del suo valore . iércare se il numeratore cd il de- 
nominatore abbiano qualche fattor comune , il quale diven* 
tando nullo , renda questi due termini eguali in un tempo a 
Zero t e togliendolo , si otterrà >1 vero valore dell’ espressio- 
ne proposta. Vi ha peraltro dei casi che potrebbero snitrar* 
si a questo metodo; ma i limiti di quest’opera non mi per- 
mettono che di far ns«ervare soltanto il fatto analitico. Nel 
trattato del Calcolo differenziale si danno i metodi generali per 

0 

trovare il vero valore dello quantità che diventano ~ (*). 

71. Ciò che precede dimostra chiaramente che le lolu- 
zìoni algebriche o soddisfano completamente alC enunciato del 
problema , quando esso è possibile . o indicano una modificazio' 
ne da farsi nell' enunciato , allorché i dati presentano contrad- 
dizioni che possono esser tolte , o finalmente fanno conoscere un im- 
possibilità auolula, qualora non v‘ è alcun mezzo di risolvere coi 
medesimi dati un problema analogo in certo senso al proposto. 

72. Bisogna osservare nella risoluzione dei diflerenti casi 
del problema precedente , che il cangiamento di segno delle 
incognite a; ed y corrisponde ad un cangiamento nella direzione 
degli spazi da queste incognite rapprusenlati. Quando l'incugn.ta 
y era coniata da B verso A , essa aveva nell’ equazione 

rc-f y = a 

il segno , cd ha preso il segno — > nel secondo caso, allor- 
ché si è portata dal lato opposto , ossia da B verso C , u.*’ 
05 , poiché si è avuta por prima equazione 

x — y = a. 

l‘) Vrggasi il Trattato del Calcolo differenziale , e del Calcolo irt- 
teyrale Tom. 1| ovvero il Tral«i(o elementare sopra lo stesso soggello. 
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Efftstluando quello cangiameDto «li legno nella iseonda 
equaiionp 


ci troverebbe 




riiultamenlo che non è quello che si è dato nel citato no* 
mero ; ma è uopo riflettere che lo spailo y si compone di 
(Unllipli dello spazio c che percorre in un'ora il corriere par- 
tito dal punto B , e questo spazia essendo diretto dal meda- 
limo verso dello spazio y , dev'essere supposto dei medesimo 
segno , e prendere per conseguenza il segno — allorché questo 
gi dà ad y : in grazia di telo osservazione si avrà 


X 

r 



X y 

ovvero r “ 
b « 


Basta dunque un semplice cangiamento di segno per com- 
prendere il secondo caso del probienaa nel primo ; e per tal 
modo r Algebra somministra ad un tempo la soluzione di pi£| 
problemi analoghi. 

Il problema del n.“ 15 n'ofTre un esempio mollo evi. 
dente. Si suppose in quell’articolo che il padre doveva al fi- 
glio una somma d ; ora se si vuoi risolvere il problema oel- 
l' ipotesi opposta , vale a dire supponendo che il figlio debba 
a suo padre la somma d • basterà cangiare il segno di d nel 
valore di X , e si avrà 

be—d 

m s I , p .. * 

a-f-6 

finalmente se , fatti i conti , nè il padre deve dare al figlio, 
nè questi al padre , converrà fare d x=0 , e verrà 

be , 

Niente è più facile che verificar queste due soluzioni , ponen- 
do di nuovo il problema io equazione per ciascuno dei casi 
che si sono ora enunciali. 

73. A. solo oggetto di conservare I’ analogia tra i proble- 
mi doi n.i 56 e 6à- ho impiegato due incognite noi se* 
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condo. Si potrebbe risol?ero si I’ uno che i‘ altro con un* inco- 
gnita sola : imperocebò , quando si dice che I* operaio ha rice- 
^uto 7!)' franchi per 12 giorni del suo lavoro e por 7 di quello 
di sua moglie e di suo figlioi ne risulta che so si chiama y il gua- 
dagno della moglie cdel fìgUo, e se da 7^ franchi si toglie 7^* 
resta 71» — "ìy per dodici giornate dell' operaio « dal che segue 

. -, — 

eh esso guadagna per giorno* 

1 2 

Calcolando nella stessa maniera il suo guadagno pef la se- 
conda circostanza , si troverà eh' ci guadagna per 

o 

giorno. 

Ed eguagliando queste due quantità, si formerà l'equazione 

74 - 7y 50 — 5if 
12 “ 8 

Parimente nel problema del n.° 


A R B 

se X dinota lo spazio percorso dal corriere partito dal 
punto A, BR = a — x sarà quello percorso dal coiricre par- 
tito dal punto B andando verso A ; questi due spazi! essendo 
percorsi nel tempo medesimo dai corrieri che fanno rispelU- 
vamente i numeri i c c di chilometri per ora , si avrà 

X a — X 

b T~ * 

donde emerge 

ex = ab — bx i 

ab 

» = r ' 

0 -f- c 

l.a dilTerunza tra le soluzioni ora esibite e quelle del 
n.' 56 e 64 non consiste che in questo , vale a dire , che si è 
formata e risoluta la prima equaziooe col soccorso del lin- 
guaggio ordinario, senza adoprarvi la scrittura algebrica s ed 
è manifesto che quanto più ai porta avanti l’ uso del primo 
modo , tanto meno resta da fare col secondo* 

74. Si aggiunge qualche volta al prebiema del n*® 64 una 
circostanza che noi rende mica più difficile. 


^ R C B 
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Si iuppone che il corriere partito dal punto B et eia mesto 
in viaggio un numero d di ore prima di quello che parie da 
punto A. 

É chiaro che ciò si riduca a cangiare il punto di par- 
tema del primo ; perocché se percorre un numero c di chi- 
lometri per ora , percorrerà uno spazio BC = ed io d ore; e si 
troverà nel punto C , allorché I* altro corriere partirà dal pun- 
to A\ di modo che l' intervallo tra i due punti di partenta sarà 

AC = AB — BC = a — crf. 

Scrivendo dunque a — cd in luogo di a nell' equazione del 
numero precedente , si avrà 

X _a cd — X 
b 'c ’ 


e quindi 


X 


all — bcd 
b -\- c 


Se i corrieri andassero per il medesimo verso , 


A B c n 

r intervallo tra i punti di partenza sarebbe 


A C — AB -[- BC — a cd , 

c la strada pereorsa dal corriere partilo dai punto A sareb- 
be AB , mentre quella percorsa dall’altro corriere sarebbe 

* CB = AR- AC: 


si avrebbe dunque 


X 

6 



0 di qui 


X 


ab bcd 
b — c 


75. Il problema enunciato in questa guisa dà luogo ad 
un caso nei quale l’ interpetrazione del valore negativo che si 
trova per x , presenta qualche difficoltà ; ciò accade tutte le 
volte che , nel supposto che i due corrieri camminino io sensi 
contrari , si assegna a d un valor tale , che io spaziose rap* 
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presentato da cd riesce maggiore della distanza AB , la quale 
ò dinotata da a. 


C R A B 

In tale ipotesi il corriere partito dal punto B si trova in . 
dall’ altra parte del punto A . nel momento che si fa partire 
l’altro corriere da A verso il punto B ; adunque il supporre 
che in questo stato di cose i duo corrieri s’ incontrino , dee 
menare necessariamente all’assurdo. 

Se , per esempio , si avesse 

a=400 ,6 = 12 , c = 8 ,d=60 , 

ne risulterebbe cd= 480'****’, e per conseguenza il punto C 

sarebbe 80*^^'^’ al di là del punto A , rispetto al punto B ; 
ma allora si troverebbe 

400.12 — 60.8.12 _ 400.3 — 60.2.12 

® ~ 8+12 ~ 2 + 3 

1200 — 1440 240 , _ 

= 5 =-— = -48. 

Per la qual cosa l’incontro dei corrieri succederebbe in 
un punto R situato alla distanza di 48*^^'b dall’ altra parte del 
punto .d, ma tra il e ^ . tuttocchò sembri che il corriere par> 
tito da B , dovendo continuare il suo cammino al di là del 
punto C , non possa essere raggiunto dall’ altro corriere che 
dopo di aver oltrepassato questo punto. 

Intanto per conoscere qual problema sia stato risoluto in 
questo caso , è necessario sostituire nell’ equazione in vece 
di X il numero negativo — m , la quale equazione per tale 
sostituzione diventa 


m a — ci + m 
~~T c ’ 

ovvero , cangiando i segni dei due membri, 


m cd — a — m 
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Da ciò si veJe che il cammino fatto dal corriere parlilo 



dal punto B , è ed — a — m , ovvero ciò che resta di B(7 
quando se ne toglie AB insieme con AR , vale a dire C R; 
e che AC = cd — a : è dunque come se il secondo corrie- 
re avesse dovuto partire immediatamente dal punto C in cui 
si trova nell' istante della partenza del primo ; ma perché 
essi vanno in sensi contrari < il loro inco'ntro due necessaria- 
mente accadere nell’ intervallo AC. In sìfTatla guisa il caso 
presente rientra nel primo tra quelli del n.® 74 , ove ba- 
sta cangiare a — cd in cd — a per ottenere il valore che 
avrebbe m nell' equazione di sopra. ( Si vegga la nota alla 
fne del volume ). 

76. Il problema del n.® 56 , roso generale , si onun- 
cia cosi ; 

Un operaio avendo lavorato un numero a di giorni in una 
casa , ed avendo avuto seco sua moglie e suo figlio per un nu- 
mero b di giorni , ha ricevuto una somma c ; di poi avendo la- 
voralo nella medesima casa un numero d di giorni , ed avendo 
questa volta avuto con sé per un numero e dt giorni sua mo- 
glie e suo figlio , ha ricevuto una somma ( : si domanda guanto 
esso guadagnava al giorno per parte sua , e quanto guadagna- 
vano pel tempo medesimo sua moglie e suo figlio insieme. 

Detto qui pure x il prezzo della giornata dell’ operaio , 
ed y quello delia giornata della moglie insieme e del figlio , ò 
chiaro che ; 


per un numero a di giorni 1' operaio avrà ax , 

per uo numero òdi giorni sua moglie e suo figlio avranno By; 

dunque per la prima condiziona del problema si avrà 

ax -j- Bg =s c : 

per un numero d di giorni 1’ operaio avrà dx , 

per uo numero e di giorni sua moglie o suo figlio avranno ey; 

dunque per-la seconda condizione verrà 

dx ey =a f : 

e questo sono le due equazioni generali del problema. 

Dalla prima si trae 
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e moltiplicando questo valore per d, a fin di sostituirlo in 
luogo di X nella seconda , si avrà 




e in conseguenza 


ed — bdy 


4- fy = f. 


Ora si liberi questa equazione dalle frazioni , e si otterrà 
ed — bdt/ 4* <**y = of , 
e di qui si conchiuderà successivamente 

aey — bdy = af — ed , 
af — ed 


y = 


ae — bd 


Conosciuta cosi la y , se il suo valore si pone in quello 
della X , quest' ultimo sarà cognito ; e si avrà 

^ af— ed 

e — b -i — 

ae — bd 


Ora per render semplice questa espressione , bisogna prima 
di tutto fare la moltiplicazione accennata sopra le quantità 


ed 


af — ed 
at — bd 


(n.°53), 


il che dà 


e — 


abf— bed 


ae- 


bd 


X — 


poi ridurre c al denominatore della frazione che I’ accompa- 
gna, ed eseguire la sottrazione di questa frazione (n.° 51): e verrà 

aee — bed — abf-{- bed 
ae — bd 
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cioè , fatta la riduzione , 


X 


act — ahf 
ae — bd 


a 


- (*). 


Eseguendo la divisione per a (n.°53) si troverà 


ace — abf 
a*e — abd 


e togliendo il fattore a comune al numeratore ed al denomi- 
natore (n.° 38], si avrà Gnaloiente 


ce — df 
ae — bd 


(*) Perché non rimanga aleno dubbio intorno al significalo di co- 
testa espressione, è d'uopo riflettere alla linea di divisione , che si 
trova situata nello stesso rigo della stampa. Cosi nell’ espressione 

, .i rappresenta il dividendo, sìa intero, sia frazionario, e iff 

il divisore nell* nna e nell’altra ipotesi. Secondo questa convenzione 

l’espressione « = .- signiflca che x è ngnale al quoziente della fra- 
A ^ A 

zione divisa per £ , e l’ espressione ® ^ dinota che x è uguale 

B ~C 

al quoziente di A diviso per la frazione — ; finalmente l’ espressione 
A C 

X — — esprime che x è ugnale al quoziente della frazione — divisa 

C 

D n 
per la frazione ^ . 

Queste osservazioni dimostrano la necessità di situare le linee di 
divisione in modo conforme al risultamcoto che si vuole indicare. 
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I va'oii 

ce — bf af — cd 

oe — 6d aa — bd 

si applicano allo stesso modo che quelli trovati più sopra per 
le equazioni letterali ad una sola incognita : non sì ha che a 
sostituire in essi in luogo delle lettere i numeri particolari 
all' esempio che si sceglie. 

Cosi , si otterranno i risultamenti del n.‘* 56 , ponendo 


a = 12 , 

6 = 7. 

II 

00 

II 

e = 5 . 

o 

II 

e quelli del n.° 58 , facendo 


a = 12 . 

6 = 7, 

II 

d = 8 , 

e = 5 , 

II 


77. I valori di a; e di y non convengono solamente alla 
quistione proposta : essi si estendono a tutte quelle che con- 
ducono a due equazioni di primo grado a due incognite , per- 
ciocché è manifesto essere tali equazioni necessariamente com- 
prese nelle formolo 

s 

oa -t- 6y = c . 

ix ty = f , 

purché con le lettere a , b , d , e a’ intendano espressi gli ag- 
gregati delle quantità date che moltiplicano rispettivamente fu 
incognite a ed y , e con le lettere c , f gli aggregati dei ter- 
mini noti , trasportati al secondo membro. 

Della risoluzione di un numero qualunque di equazioni del primo 
grado , che contengono un egual numero d incognite. 

78. Allorché un problema racchiude tante condizioni di- 
stinto quante sono le incognito in esso , ciascuna di queste 
condizioni somministra un’equazione, nella quale succede 
spesso che le incognite siano mescolate tra loro , come si è 
già veduto accadere nei problemi a due incognite ; ma so co- 
teste incognito non sono che al primo grado , si potrà pren- 
dere , col modo tenuto nei numeri precedenti , tn una delle 
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tquazioni il valor» di una dell» incognile , come te lutto il ri- 
manente foste nolo , e sostituire questo valore m tulle le altre 
equazioni , le quali in grazia di lai soitiluzione non conter- 
ranno che le altre incognite. 

Questa operazioiio . con la qiialo si manda via una delle 
incognite , chiamasi eliminazione. Pertanto se si avranno tre 
equazioni a tre incognite , col mozzo dell' climinaziono se ne 
dedurranno due equazioni a duo incognito, sulle quali si ope- 
rerà come qui sopra ; ed avendo ottenuti i valori delle duo 
ultime incognito, si sostituiranno nell’ espressione della prima. 

50 si avranno quattro equazioni a quattro incognite , se 
no dedurranno primieramente tro equazioni a tro incognite , 
sulle quali si opererà noi modo dianzi esposto ; indi i ritro- 
vati valori dello tre incognito si sostituiranno nell’ espression 
della prima , e cosi di seguito. 

Ecco , esempligrazia , un problema che contiene tre in- 
cognite e tre equazioni. 

79. Sono stali comprati separatamente i carichi di Ire vet- 
ture : il primo , che consisteva in 30 misure di segale , 20 d or- 
zo e 10 di grano , à costalo 230 franchi ; 

Il secondo , che consisteva in 13 misure di segale , 6d or- 
^0 e 12 di grano , è costalo 13S franchi; 

Il terzo che consisteva in 10 misure di segale , 5 d' orzo 
e 4 di grano , è costalo 75 franchi ; 

51 vuol sapere il prezzo della misura della segale , di quel- 
la dell’ orzo , e di quella del grano. 

Sia X il prezzo della misura della segale , 

y quello della misura dell’ orzo , * 

z quello della misura del grano. 

Per adempiere la prima condiziona , si osserverà che 
30 misure di segala varranno 30x , 

20 misure d’ orzo varranno 20y , 

10 misure di grano varranno lOs ; 

e coree il tutto dove fare 230 franchi , si avrà l’ equazions 
30x 20g + lOz = 230 : 

Per la seconda condizione si avranno 


15 misure 

di segale che varranno 

15x , 

6 

d’ orzo 

6y , 

12 

dì grano 

19* , 
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0 per conseguenza 

lSar+ 6y + 123 = 138 : 

Per la terza condiziono si avranno 

IO misure di segale che varranno lOo; , 

5 d’ orzo 5y , 

k di grano kz , 

e per conseguenza 

lOa: -f "1“ = 75. 

La quislionc proposta sarà dunque ridotta alle tre equa* 

zioni 

30x + 20i/ -1- 103 = 230 , 

15x-j- 6^ + 12r = 138. 
lOx -(- 5y = 75. 

Prima d’ imprenderne la risoluzione , esamino se sia per 
avventura possibile di renderle più semplici, con dividere i due 
inenibri di qualcheduna (n.“ 12) per un medesimo numero ; 
e mi accorgo potersi dividere per 10 lutti i termini della pri- 
ma , e per 3 tutti quelli della seconda : eseguite queste divi- 
sioni , non avrò che ad occuparmi delle equazioni 

3x -1- 2y -f- 3 = 23 . 

5x 2y 4.3 = 40, 
lOar -f 5y + 4z = 75 . 

. Ora nel prendere il valore di una dello incognite in una 
dello equazioni per sostituirlo nello altre , essendo arbitraria 
sì la scelta dell’incognita che quella dell’equazione, traggo il 
valor di 2 dalla prima equazione , perchè questa incognita non 
avendo in essa un corniciente diverso dall’ unità , il suo valo- 
re sarà una quantità senza divisore , cioè una quantità inte- 
ra ; e così verrà 

3 = 23 — 3x — 2y. 

Sostituendo poi questo valore nella seconda e nella terza equa- 
zione , queste verranno cangiate nelle altre 


5x -|- 2y -f 92 — 12x — = -46 , 

lOx + 5y - 1 - 92 — 12ic — 8y = 75 : 
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e riduccndo i loro primi membri , si troverà 


92 - — 6y = W . 

92 — a» — 3y = 75. 


Per maneggiare queste equazioni , le quali non conten- 
gono ora che due sole incognite , prendo nella prima il valo- 
re deir incognita y , ed ottengo 



ovvero 



e mediante la sostituzione di questo valore , la seconda equa- 
zione diverrà 


• 92 — 2jf — 3 X 


46 — Ix 
6 


= 73 . 


Potrei mandar via il denominaloro 0 alla man'era ordina- 
ria , ma osservo che questo denominatore essendo divisihile 
per 3 , può esser reso più semplice, eseguendo sulla fraz uno 

40 7x jnoUiplicazione per 3 , conformemente al n.** 54 

6 

dell’ Ariimctiea : per tal modo avrò 


92 — 2a; — 



Facendo ora sparire il denominatore 2 , trovo 
184 — 4a? — 46 + 7a = 150 ; 
ed eseguita la riduzione del primo membro , viene 
138 -i- 3o! = 150 , 
da cui finalmente si conchiude 


ss 




cioè x = i. 


La sostituzione di questo valore nell* espression di y dà 

Mi = 7xii _ ^6-M _18 
^6 6 0 
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cil in virtù (li‘llu sostiluziune dei valori di a; e di y nuli' espres- 
sione di z , si ottiene 

2 = 23— 3 X ^ — 2 X3 = 28 — 12— 6. cioè z = 5. 

Di qui segue che la misura di segale valeva i!r franchi , 

quella d'orzo 3 , 

quella di grano 5. 

Questo esempio , mentre offre I' applicazione del metodo 
del numero precedente , è notabile per le abbreviazioni di cal- 
colo praticate in esso. 

80. Per esercizio dell' eliminazione passo a risolvere ul- 
teriormente il seguente problema. 

Un uomo che si è incaricato à trasportare vosi di por- 
cellana di tre grandezze diverse , ha pattuito eh' ei pagherà tanto 
per ogni vaso che romperà , quanto riceverà per ciascheduno di 
quelli che consegnerà in buono stato. 

Da prima gli si consegnano due vasi piccoli , quattro me- 
dii e nove grandi ; rompe i medii consegna tulli gli altri in 
buono stato , e riceve per questo primo trasporto la somma 
di 28 franchi. 

Indi gli si danno sette vasi piccoli , tre medii e 5 grandi; 
questa volta consegna in buono stato i piccoli e i medii , ma 
rompe i cinque grandi , e riceve solamente J franchi. 

Finalmente gli si consegnane nove vasi piccoli , dieci medii 
ed undici grandi ; rompe tutti gli ultimi , e non riceve in con- 
seguenza che 4 franchi. 

Si cerca sapere db che si è pagato pel trasporlo d un 
vaso di ciascuna grandezza. 

Sia se H prezzo del trasporto d' un vaso piccolo , 
y quello del trasporto d' un vaso medio . 
z quello del trasporto d’ un vaso grande. 

Or egli è palese che ciascheduna delle somme ricevute 
dal facchino è la differenza tra ciò che gli tocca pei vasi che 
ha consegnati in buono stato , e ciò che deve pagare per quelli 
che ha rotti ; dietro questa osservazione , dalle tre condizioni 
dei problema si ricavano rispettivamente le equazioni 

2se — + 9z = 28 , 

-}- 3y — - 6z — 3 , 

9X -f- lOy — llz = 

13 
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Dalla prima ili quortu equazioni si ha 
28-f Vy - 9i 


ed in grazia della sostituzione di questo valore , la seconda 
e la terza equazione diventeranno 


196 4- 28y - 63: 


3y 


5: = 3. 


25-2 -r 36y — 81: 


+ lOy — il: 




Mandati via i denominatori , si avrà 

196 -f- 28y — 63: -f- (>y — 10: =r 6 , 

252 -L 36y — 81: ^ -lOy — -J-i: = 8 ; 

u ridotti i primi membri , si otterrà 

196 + 34y - 73z = C . 

352 L 5(iy — 103: = 8 ; 

poi preso il valore di y nella prima di queste equazioni , ri- 
sulterà 

73s — 190 

y = 

3V 

In virk'i di questo valore la seconda diventa 

-, 73: — 190 

252 -r X 103: = 8 . 

3U 

che liberata dal denominatore 34 , ass urne la forma 

34 X 232 + 56 x 73: — 56 X 190 - 34 X 103z = 34 x S. 

ovvero r altra 

8568 + 4088» — 10640 — • 3502: = 272. 

La riduzione del primo membro di questo risuUameoto c«n- 
duce a 

586: - 2072 &= 272 , 
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da tui li traa 


n'*k 
586 ’ 


oTvero 


r = 4. 


E ritornando dal valore di £ a quello di y , li avrà 

73x4 — 190 292—190 102 

V 34; = =3T' 1^ = 3 ; 

infine con questi due valori si troverà 

28}-4x3-9X4 28+12-36 4 

* 2 ~ 2 = 2 ’ 


Laonde si sono pagali 2 fr. pel trasporto di un vaso piccolo, 

3 per quello di un vaso medio , 

4 per quello di un vaso grande. 

Questi pochi esempi sono bastanti a mostrar 1’ andamen- 
to da tenersi in tutti gli altri casi. 

81. Spesso accaile che le incognite non entrino tutte in 
ciascheduna equazione ; ma questa circostanza non cangia il 
metodo : basta esaminar bene il concatenamento delle incognite 
per passare dalle uno alle altre. 

Siano a cagion d' esempio le quattro equazioni 

3w — 2y = 2 , 

2x + 5y = 39 , 

5x — 75 = 11 , 
ky + 3.- = 41 

tra le incognite u , x , y 0 z, 

(!on lieve riflessione si scorgo che prendendo il valor di 
X nella seconda equazione e sostituendolo nella terza , il ri- 
sullamento . che allora conterrà solo y c z . mediante la sua 
combinazione coll' equazione quarta . farà conoscere queste (tua 
quantità ; poi col vaierò di y si avranno quelli di u e di x 
per mezzo della prima e della seconda equazione. Operando 
in tal guisa , si darà luogo al calcolo scguciitu : 


X ■ 


39 -3y 


39 — 3i/ 
b X — ^ 


11 . 
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195 — I5y — Uz = 22 . 
15y 4- liz = 173 (n.”57). 


Le due equazioni 


15y + Hi = 173 , 
4y 4" 3i = H I 


venendo risolute , daranno 


y = 5 , a : 

= 7 ; 

e col mezzo di questi valori si avrà 


39—3x5 39-15 24 

■ ® 2 2 ~ 2 ’ 

cioè X = 12 

2 -f 2y _ 2 4- IO 12 
**“ 3 3 3 ’ 

cioè u = 4 

adunque i numeri cercati sono 


» 4 , 12 , 8 e 

7. 


82. Il metodo precedentemente esposto si applicherebbe 
alle equazioni letterali nell’ istesso modo che alle equazioni 
numeriche ; ma la moltitudine dello lettere che bisognerebbe 
impiegare per esprimere generalmente i dati , quando il nu- 
mero dello equazioni o delle incognite è più di due , ha im- 
pegnalo gli algebristi a cercare una maniera di rappresentarli 
con più semplicità. Io la farò conoscere nell' articolo seguen- 
te ; intanto por porgere al lettore l’occasione di esercitarsi a 
mettere i problemi in equazione ed a risolverli , ho scritto 
qui sotto una serie di enunciati , ed ho accennato alla fine di 
ciascuno di essi il risultamento cui deesi pervenire. 

1. ° Un padre, interrogato luW età di suo figlio, rispondei 
se dal doppio dell’ età che ha presentemente , si tolga il triplo 
di quella che aveva sei anni addietro , si avrà la sua età 
attuale. 

Risposta : il figlio aveva 9 anni. 

2. ° Diofante , autore del più antico libro d' Algebra che ci 
rimanga , consumò nell’ infamia un sesto del tempo che visse , 
ed un dodicesimo nell’ adolescenza ; poi ammogliassi , e passò 
in questa unione un settimo di sua vita , più cinque anni ; in- 
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di ebbe un figlio , al quale sopravvisse quattro anni ; il figlio 
poi non giunse che alla metà dell' età alla quale pervenne suo 
padre : che età aveva Diofante quanto mori ? 

Risposta : 8!^ anni. ' 

3.° Un mercante toglie nel principio di ogni anno dai fon- 
di che ha in commercio, la somma di 1000 franchi per le spe- 
se di sua famiglia ; ciò non ostante ogni anno il suo capitale 
s' aumenta del terzo di ciò che resta , ed alla fine di tre anni 
trovasi raddoppiato ; quanto aveva egli al principio della prima 
annata f 

Risposta : H800 franchi. 

Un mercante ha due specie di thè , la prima di ii 
franchi il chilogrammo, la seconda di 18 franchi ; quanti chi- 
logrammi deve egli prendere di ciascuna specie per formare una 
cassa di 100 chilogrammi , che valga 1080 franchi ? 

Risposta: 30 chilogrammi della prima e 70 della seconda. 

5. ° Un vaso della capacità di 39 litri è stato empiuto in 
12 minuti , facendovi scorrere successivamente due fontane , delle 
quali una dava 4 litri cT acqua a minuto e l’altra 3; si domanda 
per quanti minuti ciascuna fontana ha versato acqua nel vaso. 

Risposta : la prima per 3 minuti , e la seconda per 9. 

6. ° Quando un orinolo segna mezzodì , la lancetta dei 
minuti sta sopra quella delle ore ; si domanda in qual punto 
del quadrante succederà il prossimo futuro incontro delle lancette. 

Risposta : in quello che dinota 1 ora , 5 minuti e di 
minuto. 

Osservazione. Questo problema è un caso particolare di 
quello risoluto nel n.° 63. 

7. “ Un uomo incontrando alcuni poveri , cuoi dare 25 cen- 
tesimi a ciascuno , ma contando il suo danaro , s’ accorge che 
per ciò fare gli mancano 10 centesimi ; allora egli non dà che 
20 centesimi a ciascun povero , e gli rimangono 25 centesimi: 
si domanda quanto danaro aveva quest’ uomo , e quanti erano i 
poveri. 

Risposta : aveva 1 franco e 65 centesimi, e i poveri erano 7. 

8. ° Tre fratelli hanno comprato un podere per 50000 fran- 
chi ; manca al primo, per pagare da sè solo questo acquisto , 
la metà del danaro che ha il secondo ; questi pagherebbe V ac- 
quisto da sò solo , se a ciò che possiede si aggiungesse il terzo 
di ciò che ha il primo; il terzo, per fare il medesimo pagamento, 
avrebbe bisogno di unire a ciò che ha il quarto di quel che pos- 
siede il primo : quanto danaro ha ciascheduno ? 

Risposta : il primo ha 30000 franchi, il secondo 40000 ed 
il terzo 42500. 

9. ® Tre giuocalori , dopo di aver fatto una partita, conta- 
no il loro danaro , e trovano che un solo ha perduto , e che 
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ciascuno degli altri due ha vinto una somma eguale a quella 
con cut si è posto a giuocare ; dopo una seconda partita uno 
dei giuocatori , che aveva vinto nella precedente , perde , t cia- 
scuno degli altri due guadagna una somma eguale a quella che 
aveva nel principio della seconda partita ; in una terza partita 
il giuoealore , che fino allora aveva vinto , perde , e ciascuno 
degli altri due guadagna una somma eguale a quella che aveva 
nel principio di guest’ ultima partita : allora finiscono di giuo- 
eare , ed ognuno di essi si trova con 120 franchi. Quanto ava* 
va ciascheduno dei tre giuocatori entrando in giuoco ? 

Ria. Quegli che ha perduto nella 1 .* partita aveva 195 franchi, 
quegli che ha perduto nella 2.* 105, . 

quegli che ha perduto nella 3.* 60. 


Formale generali per la risoluzione delle equazioni 
del primo grado. 


83. Per evitar l’ inconveniente notalo nel principio del 
numero precedente si è immaginato di rappresentare con la 
medesima lettera tutti i cocflìcienti di una medesima incognita, 
ma di distinguerli , apponenio alla lettera che li dinota , uno 

0 più accenti , secondo il numero delle equazioni. 

Le equazioni generali a due incognite si scrivono cosi * 

aa; + = c , 

a'x + b'y = c'. " 

1 coeRicIeoti dell' incognita x son rappresentati tutti e due da 
a , e quelli di y da 6 ; ma l’ accento che portano le lettera 
della seconda equazione , mostra che queste non si riguarda- 
no punto come aventi lo stesso valore delle loro corrisponden- 
ti nella prima. Cosi a' è una quantità dilTerente da a , b' una 
quantità difTercnte da b. 

Quando le equazioni sono tre , si scrivono cosi : 

a X b y e z = d . 

a' X -j- b> y ef z = df, 

a»x -f fc"y + c"z = di'. 


Tutti i coefficienti dell' incognita x sono dinotati dalla lettera 
a . quelli di y da 6 , quelli di s da e; ma ciascuna lettera 
viene affetta da un numero differente di accenti , i quali na 
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avvertono che etea appartiene a diverse quantità. Cosi a, a', a" 
sono tre quantità diverse , e lo stesso dicasi delle altre. 

Seguendo questo tenore , so vi fossero quattro incognite 
e quattro equazioni , si scriverebbero in questo modo : 

a' X + y -j- c' s d' M = e' , 
o"x4-l/"y4-c"s4-d''u = «" , 
a«'x -f 6"'y -f c'i'z -f d"'u = »"• ; 


e cosi di seguilo. 

8i. Si eviteranno le frazioni , e però i calcoli si rende- 
ranno più semplici , modificando la maniera di. fare 1’ elimi- 
nazione nella seguente guisa. 

Siano lo equazioni 

ox -f fcy = c , 
o'x -f- 6'y — c* , 

e si voglia da esse eliminare una delle incognite. É roaoifesto 
che se una delle ineognite , per esempio la x , avesse nelle 
due equazioni il medesimo coeifì dente , basterebbe, per far 
sparire questa incognita, sottrarre da una di tali equazioni l'al- 
tra. Ciò si scorge a prima vista nelle equazioni 

lOx + iiy = 27 , 
lOx -f- 9y = 15 , 

le quali , mediante l' accennata sottrazione , danno subito 

lly — 9y = 27— -15, ovvero 2y = 12 , cioè y = 8. 

Ora si possono rendere , come ognun vede , immediatamente 
uguali i coefficienti della x nelle due equazioni 

a X -j- b y ~ e , 

o'x «J- b'y s= c' , 

moltiplicando i due membri della prima per a' , coefficiente 
della X nella seconda . e i due membri della seconda per a , 
coefficiente della x nella prima ; in tal modo si ottiene 

aa'x -f- a'by = a'c , 
oo'x -j- ab'y ac' . 

Sottraendo poi la prima di queste equazioni dalla seconda , 
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sparirà l' incognita a; , e ai avrà aolamcnta 
(al/ — a'b] y =ae' — o'c , 

equazione che non contiene che la sola incognita y ; e ae ne 
dedurrà 


ac' — co' 

ait> — ba' 


£ qui si noti che il metodo di eliminazione ora adope- 
rato può sempre applicarsi allo equazioni di primo grado, per 
mandarne via una qualunque delle incognite. 

In conseguenza si otterrà il valore di x , eliminando nel 
nodo stesso l' incognita y dalle due equazioni proposte. . 

Si moltiplichi perciò ciascun membro della prima equa- 
zione per 1/ , coefficiente di y nella seconda , e ciascun mem- 
bro della seconda per 6 , coefficiente di y nella prima , e poi 
si sottragga dalla prima delle ottenute equazioni la seconda ì 
e verrà 

{ab' — ba'] X = cb' — be' , 

da cui si trae 


cb' — be' 
ab' — ba! 


Nell’ applicare siffatto metodo alle tre equazioni scritte di 
sopra (n.°83}, lo quali contengono x, y, s, potrà cominciarsi 
dall’ eliminare x dalla prima e dalla seconda , e poi dalla pri- 
ma e dalla terza ; cosi perverrassi a due equazioni , le quali 
conterranno lo sole incognite y e 2 ; indi da queste due equa* 
zioni si eliminerà y. 

Eseguendo il calcolo, l' equazione in 2 alla quale si giun- 
gerà , avrà un fattore comune a tutti i suoi termini , e per 
conseguenza non sarà la più semplice che ottener si possa. 

85. Bézout ha dato un metodo semplicissimo per elimi- 
nare ad un tratto tutte le incognite , tranne una. lo virtù di 
questo metodo il problema si riduce immediatamente ad equa- 
zioni che contengono un’ incognita di meno delle proposte. 
Benché un tal metodo non sia necessario che quando si tratti 
di equazioni a tre, o ad un maggior numero d’ incognite, pu- 
re comincerò dall' applicarlo a quelle che non nc contengono 
che due, per abbracciare il soggetto in tutta la sua estensione. 
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Siano le due equazioni 

ax by zs e 

ofx -j- b'y = c' ; 

moltiplicando la prima per la quantità indeterminata m, Terrà 

am* + bmy = cm ; 

e sottraendo da questo risultamento T equazione 
ttfx -}- t'y = -j- e> , 

si avrà 

amx — a'x + ^my — Vy =s cm — 

ovrero 


(am — fl')a -|- [bm — b*]y ts= em — e'. 

Ora essendo m una quantità arbitraria , come quella che 
da ninna condizione è determinata , pud supporsi che abbia 
xalor tale da rendere 6m = b>. In questa ipotesi , svanendo 
il termine moltiplicato per y , a cagion dell’ altro fattore 
bm — i/ = 0 . si ba 

em — e' 

*= — • ; 

am — o' 

ma dall’ equazione di condizione bm ss b' risulta 



dunque 


eb* ^ 

b * cb* — be' 


X =■ 


ab' ab' — ba' ’ 

~b 


Se in vece di supporre bm = à' , si fa am = a' , sva* 
nirà il termine afletto da * , e verrà 


V = 


em — e' 
bm — b' 
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Ma il valore di m non tari i)iù q*iello di prima , giacché per 
r altra ipotesi avraasi 



e sostituendo questo diverso valore di m Dell' espression di y, 
si troverà 


co' — ac' 
^ " ba'— ab'' 


Cangiando i segni del numeratore e del denominatore di que- 
sto valore (n.° 57j , il suo denominatore sarà lo stesso che 
quello di a: , poiché si avrà 


ac' — ca' 

y — . 

ab' — Co' 

86. Siano ora lo tre equazioni 

a X b y c z ^ dt 

a'x f 6'y c'z = d', 

a"x -j- b"y c"x = d" ; 

l'analogia ci condurrà facilmente a moltiplicar la prima e la 
seconda rispettivamente per due quantità indeternfìoate m ed 
n , a sommarle insieme , ed a sottrarne la terza ; perchè in 
tal guisa esse saranno impiegate tutte nello stesso tempo , e 
le due nuove quantità m ed n , che dipendono dal nostro ar- 
bitrio , potranno essere determinate in modo da fare sparire 
ad un tratto due delle incognite dal rìsullamento. Operando 
cosi , e riunendo i termini che moltiplicano una stessa inco- 
gnita , si avrà 


(am a'n — o") x (èm b'n — 6'') y -J- (cin 4” c'" — «")* 
= dm d'n — d". 

Volendo eliminare x ed y , converrà stabilire le due 
equazioni di condizione 

am -f- a’n a= a" , 
im b'n = b" , 
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dm -f d>n — d" 
* ^ cm -j- c'n — e" 


Dalle due equazioni , in cui m ed n sono le incoRnita , 
facilmente si traggono i valori di queste quantità coll' aiuto 
delle formole ottenute nel numero precedente ; poiché basterà 
mutare in esse a; in m ed y in n , e scrivere iu luogo dell* 
lettere 


a, b, e > 
a'. b>, e> \ 

il che darà 


le lettere 


a, a! , a" 

b. b' , b", 


o»b' - Va' 

m . 

ab' — b a' 

ah" — ba" 

n = . 

ab' — ba' 

Sostituendo questi valori in quello di x , e ridueendo tutti 
i termini al medesimo denominatore , si troverà 


djb'a" — a'i") + d' [ab" — ba") — d" {ab' — ba ') 
e [b'a" — a'b") c' (ab" — ba"j — c" {af — ba') 


Se si fossero fatti svanire i termini alTetti da a; e da r, 
ai sarebbe avuto y ; le lettere m ed n sarebbero allora dipen- 
date dalle due equazioni 

am -J- a'n a" , em + c'n t" ; 

ed operando come sopra , si sarebbe trovato 

_ d (c'a» — a'e") + d» (ac" — ea") — d" [aef — ca') - 

“ 6 (c'a" — a'c") + b' (ae" — ca") — b" (ac' — ca'.) ' 

Finalmente colle due equazioni di condizione 

bm + t'a = b" , m 4* c**» = c" , 

si manderebbero via i termini moltiplicati per y e per x , a 
verrebbe 

d (c'i» — b'c") 4- d' (bc" — cb") — d" (be' — cb') 

* “ a (e'b" — b'c") 4^ a' (bc" — cb") — a" (be' — cb') ‘ 
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Sviluppando quegli valori ed ordinandoli in modo che 
1 termini siano aUcrnativamenle positivi e negativi , e can- 
giando nel tempo stesso i segni dei numeratore e del deno- 
minatore nel primo e nel terio , si potranno porro sotto le 
forme seguenti : 


, _ ab>d>' — adib'i da'b» — ba'd'f + l&a» •— <lbia» 

ab'cf’ — ac^b" ca'b" — ba'c" -j- ic'o" — cb'a'* ’ 

^ ^ ad*c^< — ac* d** -f- ca'd" — da'c" + dc'a" — cd'a' 

ttb'd' — acfb" + cm'b" — Ao'c" -{- bc*a" ci'a" * 

^ _ ih'c" — ic‘b" -f cà*b>» — b d'é‘ + bc'd" — cfi'd" 
ab'c" — adb" 4* ca'b*' — ba'c" -|- be‘a" cb'a'* * 


87. Siano le quattro equazioni 

a X b V-f-c z + d u sm t, 

o' a; y + «* « + M = 

+ ^*y “i" Hh d”« = e", 

o'Wfls 4* b'"}/ + d“z + d'"u » €"> ; 

sì moltiplicherà la prima per m , la seconda per n e la terza 
per p , e si sommeranno i prodotti ; poi togliendo dal risul- 
lamento la quarta , si troverà 

(am + a'« + a"p — a">) ar -f- (6m + à'n -}- b>fp — b»t] y 
+ (cm -[■ 4" ^'P — «*”) * 4" d"p — d“') u 

s= «m -{- e'» 4- 

Per ottenere w , si farà 

atn ttfn a"p = a'" , 

4- 4- b"p = 6"' , 

<m + c*» -|- e"p mst d" , 

c verrà 

tm s^B -j- d'p — jW/ 
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Dunque , in virtù delle equazioni precedenti le quali de- 
terminano i valori di tn. n e p, il caso di quattro iitcognite ò 
ridotto a queHo di tre. Bisogna osservare intanto che le lettere 
d ed e non -entrando affatto nelle tre dette equazioni , non po- 
tranno altresì entrare io nìun modo nei valori di m , n e p ; 
dalla quale osservazione evidentemente risulta che il numera- 
tore dell' espressione di u et ricava dal denominatore col solo can- 
giare le d , che sono i coefficienti di questa incognita , nelle e 
corrispondenti , che sono s termini interamente noti delle equa- 
zioni proposte. 

Questa legge che avremmo di già potuto scorgere nei 
n.* 85 ed 86 . si estende a tutte le incognite , qualunque ne 
sia il numero. In quanto al loro denominatore . I’ osservazio- 
ne dei risultamenti ottenuti precedentemente , porge il mezzo 
di trovarli senza calcolo. 

88. Per risalire al primo anello della catena , prendo I’ e- 
quazione ad un’ incognita ax = 6 • e ne traggo 

& 

ar= - ; 
a 

nella quale si vede che il numeratore è il termine noto ed 
il denominatore ij coefficiente a dell’incognita. 

Le due equazioni 

ax-\-by = e , a'x Vy sa cf 

hanno dato 

cb> — bet ac' — co' 

ai>'— 6o' ^ ab'—ba» 


e qui pure il denominatore è composto delle lettere a , af , 
b , bf , che moltiplicano le incognite : si scriva da prima la let- 
tera a allato alla lettera b , il che dà ab ; indi si scambino di 
posto le lettere a e b per avere ba , ed avanti a questa dispo- 
sizione si ponga il segno — ; per tal modo si avrà ab—ba ; 
finalmente si metta un accento sulla seconda lettera di ciascun 

termine : ed ecco formato il denominatore aò' ba\ 

Ciò fatto , seguendo l’osservazione colla quale termina il 
numero precedente , si comporrà il numeratore di x, cangian- 
do le a in c , e quello di y, le 6 in c ; di questa maniera si 
trova che I’ uno è cb' — 6c' , e 1’ altro ac' — ca'. 
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V è d' uopo di maggiore attenzione per iacoprire la for« 
maziono del denominatore nelle equazioni a tre incognite. Gii 
non ostante , poiché nel caso di due incognite il denominatora 
presenta tutte le disposizioni possibili delle due lettere a e b 
che moltiplicano queste incognite . è naturale il pensare che 
quando vi sono tre incognite , il loro denominatore debba 
contenere tutte le disposizioni diverse dulie tre lettere a, b, e; 
e per formare queste disposizioni con ordine , bisogna proce* 
dere nel modo seguente. 

Si comincerà dal formare le disposizioni ab — ba delle due 
lettere aeb; poi di seguito alla prima disposizione aé si scri- 
verà la terza lettera e , il che darà abc ; e facendo passare 
questa lettera per lutti i posti, coU'avvertenza di cangiare ogni 
volta il segno e di non turbare l’ordine rispettivo di a e di b, 
ne risulterà 


abe — ac6 -|- cab. 

Operando nel modo stesso sulla seconda disposizione — ba 
delle due lettore , si troverà 

— bae bea — eba ; 

e riunendo questi prodotti ai tre precedenti ,* e poi scrivendo 
sulla seconda lettera un accento e sulla terza due , emergerà 

ab'c" adb^' -1- ca'V — bafe" -|- àc'o" — ci'a” , 


risultamento conforme a quello che presentano le formole ot- 
tenute immediatamente. 

Da ciò che precede si deduco facilmente, che per formare 
il denominatore nel caso di quattro incognite , bisognerebbe 
introdurre la lettera d in ciascuno dei sei prodotti 

abe — aeb -j- cab — bae bea — eba , 

a farle occupare successivamente tutti i posti; il prodotto abe, 
per esempio , darebbe i quattro seguenti : 

abed — abde adbe — dabe. 

Operando similmente sopra i cinque altri prodotti delle tre 
lettere a, b, e, il risultamento totale avrebbe ventiquattro ter- 
mini , in ciascuno dei quali la seconda lettera porterebbe un 
accanto , la terza due , e la quarta tre. I numeratori delle 
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incognite u , * , y, x »\ otterrebbero colla regola enunciata pifi 
sopra . cioè scrivendo nel denominatore in luogo del coeffl- 
cicnte dell’ ignota che si cerca , il termine noto {*). 

89. Per applicare le ottenute formole alla risoluiione delle 
equazioni numeriche, bisegnerà paragonare terinino a termine 
lo equazioni proposte con le equazioni generali dei numeri 
precedenti. 

Per risolvere , a cagìon d’ esempio , le tre equazioni 


Tx òy 2z — *79 > 

8x 4- 7y + 9i = 122 . 

® = 55 , 

sarà d' uopo paragonare , termine a termine, queste equasioni 
colle tre del n.* 86 , e pareggiare i coefiìcienli dei termini 
analoghi , il che darà 

a =7,5 =5.c =2,d = 79, 
o' = 8 , 5' = 7 , c* =9 , d' = 122 , 
o" = 1 . 5« = 4 , c» =5 , d"== 55. 

Sostituendo questi valori nelle espressioni generali delle inco- 
gnite a; , y 0 z , ed eseguendo le operazioni indicate , si tro- 
verà 

« = 4, y = 9, z = 3. 

E qui molto importa l’osservare che le stesse espressio- 
ni servirebbero ancora, quando le equazioni proposte non aves- 
sero tutti i loro termini affetti dal segno -f- . come sembra 
che lo suppongano le equazioni generali , dalle quali queste 
espressioni sono state dodotte. Se , per esempio , si avesse 

Zx — 9y 8z = M 
— 5a: 4 4y + 2z = — 20 , 
lla:_7y_6z= 37, 


(*) LapUce nella seconda parte delle Memorie dell'Accademia delle 
Scienze per I' anno 1772 pag- 294, ha dimostrato queste regole a pno- 
ri. Si veggano altresì gli Annali dalle Mattmatieh» pur» ed appUeat» 
dal Signor Gergonne , T. IV. pag. 148 , e T. XII , pag. 281. 
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nel paragonare i termini di queste cqtiaiioni ai lorotorrispon- 
dcnli nelle equazioni generali , bisognerebbe tener conto dei 
legni , il cbe darebbe 

0 = + 3,6 = — 9,<j = + 8,d = + 41, 

a' = - 5 . 6' = + 4 . c' = + 2 . d' = - 20 , 

o»= +11 , 6»= - 7 , c" = — 6 . d» = + 37 , 

e poi determinare , conformemente alle regole del n.° 31 , il 

segno che deve avere ciascun termine delle espressioni gene- 
rali A\ X , y , z , dipendentemente dai segni dei fattori di 
cui è composto. In tal modo si troverebbe che il primo ter- 
mine del denominatore comune , il qual termine è ab'c" , di* 
ventando +3 X + 4 X — 6, cangia di segno, o produce — 72; 
ed usando della medesima avvertenza riguardo^ agli altri ter- 
mini , si dei numeratori che dei denominatori , e prendendo 
da una parte la somma dei termini positivi , e dall’altra quella 
dei termini negativi , si troverà 

_ 2774 — 2834 _ — 60 _ 

® “ 592 — 622 — 30 ^ ’ 

3022 — 2932 _ + 90 _ 

^ ■“ 592 — 622 — 30 ~ 

3859 - 3889 — 30 

* ~ 592 — 622 — 3U “ "*■ 


DtlU tqwuioni d»l secondo grado ad una sola incognita. 


90. Nelle equazioni di cui ho sin qui trattato , le inco- 
gnite non si elevavano che alla prima potenza , e non erano 
moltiplicate tra loro : queste equazioni insomma non erano che 
del primo grado ; ma se fosse proposta la semplicissima qui- 
stione seguente : Trovare un numero tale , che essendo molti- 
plicato pel suo quintuplo , tl prodotto sia uguale a i25 , rap- 
presentando questo numero con x , il suo quintuplo sarebbe 
Kx, e si avrebbe 


5«’ = 125. 
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Questa equazione è del $econdo grado , perchè cootie' 
ne X* , ovvero la seconda potenza dell’ incoKoita. Se si libera 
questa seconda potenza dal suo coefficiente 5 , si otterrà 


®* = — , ovvero «’ = 2b . 

5 

Non si saprebbe qui trovare 1’ incognita x come nel 
n.° 11 , e la quistione proposta è solamente ridotta a 
rintracciare un numero il quale moltiplicato per sè stesso , 
dia 25. Con lieve riflessione però si scorge che questo nume- 
ro è 5 : ma assai raramente avviene che si possa con la stes- 
sa facilità indovinare la soluzione cercata : siamo dunque per- 
venuti a questa nuova quistione numerica : trovare un numero 
il quale moltiplicato per sè stesso , dia un prodotto eguale ad 
un numero proposto, ovvero, ciò eh’ è lo stesso, ritornare dalia 
seconda potenza al numero che 1’ ha prodotta , il quale si chia- 
ma radice quadrata di questa. Passo subito ad occuparmi della 
risoluzione di cotcsta quistione , perchè essa servirà a deter- 
minare le incognite in tutte le equazioni del secondo grado.' 

91. Il metodo che bisogna adoperare per trovare o estrar- 
re la radice dai numeri , suppone che si sappiano le seconde 
potenze di quelli che sono espressi da una sola cifra : ecco 
dunque i nove primi numeri con le loro seconde potenze scrit- 
to al di sotto di ciascuno : 

1234 5 67 89 

1 4 9 16 25 36 49 64 81. 

Si vede per mezzo di questa tavola che la seconda potenza 
d’on numero di una sola cifra, non ne contiene più di due: IO, 
che è il più pìccolo tra i numeri di due cifre . ne ha tre al 
suo quadrato 100, Per prepararsi a scomporre la seconda 
potenza d’ un numero espresso da due cifre , bisogna dappri- 
ma studiarne la formazione ; epperò io m‘ accingo a scoprire 
di qual maniera ciascuna parte del numpco 47 , per esempio, 
concorra alla formazione del quadrato di questo numero. 

Si può scomporre 47 in 40 7 , cioè in 4 decine e 7 

unità ; e rappresentando con a lo decine del numero propo- 
sto , e con 6 lo unità di luì , la secoUdà potenza di questo 
numero sarà espressa da 

(o -f b)[a -j- 6) = o* 2aò -f- ò* ; 

vale a dire che la detta potenza conterrà tre parti, cioè H 4««* 

15 
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drato dell» decine , du* volle il prodotto dell» decine per le unt- 
tà , ed il quadrato delle unità. Nell’esempio elio ho scelto , 
a = decine ovvero 40 unità . b = 7 ; c si avrà 

o* = 1600 
2ab =. 560 
b* == 49 


Totale a' + 2ab + b’ = 2209 = 47 x 47. 

Per ritornare ora dal numero 2209 alla sua radice 47, si 
osserverà in primo luogo che il quadrato delle decine , 1600, 
non ha cifre signiGcative d' un ordine inferiure alle centinaia, 
e che esso è il massimo quadrato che possano contenere lo 22 
centinaia di 2209 , poiché 22 cade tra 16 o 25 , vale a dira 
tra il quadrato di 4 e quello di 5 , siccome 47 si trova tra 4 
decine ovvero 40 , e 5 decine o sia 50. 

Se dunque si cerca il massimo quadrato contenuto in 22, 
si troverà 16 , di cui la radice 4 esprimerà le decine di quel- 
la di 2209 : togliendo io seguito 16 centinaia , ovvero 1600, 
da 2209 , il resto 609 conterrà il doppio prodotto 560 delle 
decine per le unità , ed il quadrato 49 delle unità. Ma II dop- 
pio prodotto delle decine per le unità , non avendo cifre d'un 
ordine inferiore alle decine , deve trovarsi nelle due prime 
cifro 60 del resto 609 , il quale conterrà inoltre le decine 
provvenienti dal quadrato delle unità. Intanto se si divide 60 
per 8 , che è il doppio delle decine , si avrà , trascurando il 
resto, un quoziente 7 uguale alle unità corcale. Moltiplicando in 
seguito il numero 8, riguardato come decine, per 7, si formerà 
il doppio prodotto 560 delle decine pur le unità . e dal resto 
totale 609 togliendo questo numero , si otterrà una d (Terenza 
49, che dev' essere, e che è di fatto il quadrato delle unità. 

L'operazione ritrovata col ragionamento si dispone così : 


2 2,09 
1 6 


47 

87 


60.9 
60 9 


\ 


.00 0 . 

Si scrive il numero proposto come se si trattasse di di- 
viderlo per un altro , e si assegna alla radice il luogo che do- 
vrebbe occupare il divisore. In seguito si separano con una 
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virgola le unità e le decine , per non considerare che le due 
prime cifre sulla sinistra , che debbono contenere il quadrato 
delle decine della radice. Si cerca il massimo quadrato 16 , 
contenuto io queste due cifre ; se ne porta la radice 4 al 
luogo che I' è stato destinato , e si toglie 16 da 22. A fianco 
al resto 6 si abbassano le due altre cifre , 09 , del numero 
proposto ; si separa l' ultima che non entra nel doppio pro- 
dotto delle deeme per le unità ; si divide la parte che resta 
a sinistra per 8 , doppio delle decine della radice , il che dà 
per quoziente le unità 7 ; e per formare ad un sol^ tratto le 
due ultime parti del quadrato contenute in '609 , ai scrive 7 
allato ad 8 , dal che risulta il numero 87. uguale al doppio 
delle decine più le unità . ovvero a ’ìa b , il quale, es- 
sendo moltiplicato per 7 o sia per 6, riproduce 609=2o6-|-l>* , 
ovvero il doppio prodotto delle decine per le unità , più il 
quadrato delle unità : facendo la sottrazione, il residuo ò nul- 
lo ; ed essendo terminata 1’ operazione . si scorge chiaramen- 
te che à7 è la radice quadrata di 2209. 

Si debba ancora estrarre la radico quadrata da 32à- : si 
dispone l’ operazione come segue : 


3,2à 

1 

18 

22.4 

28 

22 4 


000 



e dietro ciò che s’ è detto , si trova 1 per le deeino della ra- 
dice ; queste decine raddoppiate, danno il numero 2 , per il 
quale bisogna dividere le due prime cifre 22 del resto. 

Ora 22 contiene 2 undici volle; ma nella radice non può 
mai aversi nè più di 10, nè 10. anzi nel caso attuale 9 stes- 
so sarebbe troppo grande , perchè scrivendo 9 a fianco di 2, 
c moltiplicando 29 per 9 . siccome prescrive la regola , si a- 
vrebbe per risultamento 261 , che non si potrebbe togliere da 
22à. Non si dove adunque riguardare la divisione di 22 per 2 
che come un mezzo approssimativo por trovare le unità , e 
bisogna diminuire il quoziente ottenuto , finché si pervenga ad 
un prodotto che non sorpassi il resto 22lr , condizione che è 
soddisfatta dal numero 8 , poiché 8X^8=^*2à; dunque la ra- 
dice cercata ò 18. 
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Formando le tre parti del quadrato di 18 , ai trova 
o’ = 100 

; . 2ab = 160 

6 * = 64 


Totale 324 = 18 X 18 . 

e ai vede che le 6 decine provenienti dal quadrato deijo unità 
easendo riunite a 160 , doppio prodotto delle decine' per le 
unità , alterano questo prodotto , di maniera che la diviaione 
per il doppio delle decine non può dare le unità aole. 

92. Dietro ciò che precede . non potrebbe iocontrarai 
OKfìculti nell’ estrazione della radice quadrata da un numero 
di tre 0 di quattro cifre , ma bisognano ancora alcune parti- 
colarità per mettere il lettore nello stato di estrarre la radice 
da un numero espresso da quante cifre si vogliono , partico- 
larità che si ricaveranno dai principii di già stabiliti. 

Ogni numero al di sotto di 106 non avrà più di quattro 
cifre al suo quadrato , poiché quello di 100 è 10000 , ovvero 
il più piccolo numero espresso da cinque cifre. Ciò posto, per 
esaminare la formazion del quadrato di un numero al di so- 
pra di 100 , di 473 , per esempio , si potrà questo scom- 
porre in 470 -|-3 , ovvero 47 decine , più 3 unità ; e per 
dedurre il suo quadrato dalla formola 

fl* -f- 2<i6 6’ I 

si farà osa 47 decine = 470 unità , 6=:S unità , e di qui 


o* = 22900 
2oà = 2820 
b'= 9 


Totale 223729 = 473 X 473. 

Si vede in quest’ esempio che il quadrato delle decine 
non ha cifre significativo d’ un ordine inferiore alle centinaia, 
e ciò dovrà essere generalmente , perciocché decine moltipli- 
cate per decine producono sempre centinaia ( Arit. n.° 32 ). 

Bisogna dunque cercare il quadrato delle decine nella parte 
2237 che sta sulla sinistra del numero proposto , dopo che 
ne SODO stale separato le decine e le unità ; e siccome 473 cade 
tra 47 decine , o sia 470 . e 48 decine . o sia 480 , cosi 2237 
deve cadere tra il quadrato di 47 o quello di 48 ; donde se- 
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guc cbo il massimo quadrato contenuto in 2237 sarà quello 
di 47 , cio^ dello decine della radice. Egli è evidente che per 
trovare queste decine , bisogna operare come se si volesse 
estrarre la radice quadrata da 2237 ; ma invece di pervenire 
ad un risultamento esatto , si troverà un resto contenente le 
centinaia formate dal doppio prodotto delle 47 decine molti- 
plicate per le unità. 

Per effettuare il calcolo , si dispone I’ operazione come 
si vede qui 


22,3 7.2 9 
16 

473 

6 3,7 

87 

609 

943 

2 8 2,9 


2829 


0000. 



Si separano in primo luogo le due ulti me cifre 29, e per 
estrarre la radice dal numero 2237 che sta a sinistra , siW 
parano ancora le due ultime cifre 37 di questo numero; in 
questo modo il numero proposto resta diviso in classi di due 
cifre ; progredendo da dritta a sinistra. Si opera sulle prime 
due classi come si è fatto nel paragrafo precedente sul nu- 
mero 2209 , il che dà lo due prime cifre 47 della radice; ma 
si trova un resto 28, il quale unito alle due cifro 29 dell’ul- 
tima classo , contiene il doppio dei prodotto delle 47 decine 
per le unità , ed il quadralo delle unità. Si separa la cifra 9. 
che non può far parlo del doppio prodotto delle decine per le 
unità , e si divide 282 per 94 . doppio dello 47 decine ; scri- 
vendo il quoziente 3 a fianco a 94 , e moltiplicando 943 per 
3 , si ottiene 2829 , numero precisamente uguale ali’ ultimo 
resto , e I’ operazione è terminata. 

• 93. Per mostrare la maniera di operare sopra uu numero 
qualunque , passo ad estrarre la radico da 22391824. La ra- 
dico cercata, qualunque essa sia . può sempre concepirsi divisa 
in decine ed in unità . come negli esempi precedenti. Il quadrato 
delle decine non avendo alcuna cifra significativa d' un ordine 
inferiore alle centinaia , le due ultime cifre 24 non potranno en- 
trarvi ; si separeranno dunque , e la quistione sarà ridotta dap- 
prima a cercare il massimo quadrato contenuto nella parto 
223918 , che sta a sinistra. Essendo questa parte composta 
di più di duo cifre, bisogna conchiudore cho il numoro il quale 
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esprimo le decine della radice cercata , ne ha più d' una ; può 
dunque aneli' e^go scomporai in decine od in unità. Il qua- 
drato di questo decine non entrando nelle due ultimo cifre 18 
della parte 223918 , bisognerà corcarlo nelle cifro 2239 che 
sono a sinistra ; e poiché 2239 ha pure più di duo cifre, il 
quadrato che esso deve contenere ne terrà almeno due alla 
sua radice ; il numero che esprime le decine che si cercano, 
avrà dunque più d’ una cifra .* in Gne bisognerà in 22 cerca- 
re il quadrato di quello che rappresenta le unità dell' ordine 
il più elevato della radice domandata. Con questa serie di ra- 
gionamenti , che si può spingere quanto lontano si vorrà , il 
numero proposto si troverà diviso in classi di due cifre an- 
dando da dritta a sinistra ; e giova frattanto d’ essere preve- 
nuto che 1' ultima classe a sinistra potrà contenere ancora 
una sola cifra , il che accaderà tutto le volto che il numero 
delle cifre sarà dispari. 

Il numero proposto essendo cosi di- 
viso in classi , e disposto come qui si ve- 
de . si opera sulle tre prime classi come 
nell’ esempio del numero precedente ; cd 
allorché si son trovate le tre primo cifre 
473 , al'ato all' ultimo resto 189 si ab- 
bassa la quarta classe 24 , e si conside- 
ra il numero 18924 , corno contenente il 
doppio prodotto delle 473 decine trovate 
per le unità cercate , più il quadrato di 
queste unità. Si separa I’ ultima cifra 4; 
si dividono quelle che restano a sinistra 
per 946 . doppio di 473 , e si fa in se- 
guito la veriGca del quoziente 2 , come 
nelle operazioni precedenti. 

Finisco qui I’ operazione in quest' esempio ; ma non rie- 
sco difficile a vedere che se vi fosse nn’ altra classe di più , 
le quattro cifre trovate 4732 esprimerebbono le decine d una 
radice di cui si cercherebbero lo unità , o che per conse- 
guenza bisognerebbe dividero il resto che si avrebbe allora , 
più la prima cifra della classe seguente , pel doppio di que- 
ste decine , e cosi di seguito por ciascuna delle classi che si 
abbasserebbe successivamente. 

94. Se mai avvenisse che dopo di avere abbassata una clas- 
se, il resto unito alla prima cifra di questa classe , non conte- 
nesse il doppio delle cifre trovale, bisognerebbe mettere 0 al a 
radico , perebò allora la radice non avrebbe unità di que- 
st’ ordine ; si abbasserebbe in seguito la coppia seguente per 
continuar l’operazione come all'ordinario. I.’ esempio qui an- 


22.3 9,18.241 
16 

6 3.9 
6 09 


4732 

87 

943 

9462 


3 0 1.8 
28 29 


1 89 24 
1 8 9 24 

0 0 0 U 0. 
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nesso è relativo a questo caso. Non si sono scritte lo qiun* 
tità che si devono sottrarre, ma si sono ^9,1^ 2,0 9 703 

c(T‘tUiate le sottrazioni a memoria , come 0<is,20,9 
nella divisione. 0 0 0 0 


9o. Non tutt' i numeri sono quadrali perfetti. Ponendo 
mente alla tavola della pagina 113 , si vede che tra i qua- 
drati di ciascuno dei nove primi numeri esistono delle lacune 
che comprendono parecchi numeri che non hanno radice; Is5, 
per esempio , non è un quadrato , poiché cade tra 36 e 49. 
Avverrà le più volte che il numero di cui si domanderà la 
radice quadrata, non ne avrà , almeno in numero intero; ma 
operando come se ne avesse una , il risultamento sarà la ra- 
dice del massimo quadrato che esso contiene. Se si cerca , 
per esempio , la radice di 2-276 , si troverà 47, e resterà 67. 
il che indica che il massimo quadrato contenuto in 2276 è 
quello di 47 , ovvero 2209. 

Siccome si potrebbe dubitare, dopo di aver trovala la ra> 
dice del massimo quadrato contenuto in un numero, di avere 
messo qualche cifra troppo piccola alla radice , ecco un mezzo 
di riconoscere se il resto è troppo grande, o se la radice tro- 
vata è troppo piccola. Il quadrato di a b essendo 


o* 2ab H- 6* , 


se si fa 6 = 1 , il quadrato di a -f> 1 sarà 
a’ 4" 2a 1 , 


quantità che dìlTerisce da a' , quadrato di a, del doppio di d, 
più l'unità. Dunque tela radice trovala dovesse essere aumentata 
dell' unità o di più dell' unità , bisognerebbe che il suo quadrato 
tolto dal numero proposto, lasciaste un retto almeno uguale a due 
volte questa radice , più V unità. Tutte le volle che questa cir- 
costanza non avrà luogo, la radice estratta sarà in effetti quella 
del massimo quadrato contenuto nel numero proposto. 

96. Poiché per moltiplicare una frazione per una frazione, 
bisogna moltiplicare i numeratori tra loro , ed i denominatori 
tra loro, è evidente che il prodotto di una frazione per sé stessa, 
ovvero il quadrato à'una frazione, è uguale al quadralo del suo 
numeratore, diviso per il quadralo del Suo denominatore. Segue da 
ciò. che per estrarre la radice quadrala da una frazione, biso- 
gna estrarre quella del suo numeratore e quella del suo de- 

25 5 

nominatore. Cosi la radice di ^ é — , perchè 5 è la radice 
quadrata di 25 , ed 8 quella di 64. 
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È cosa importantissima a notare, che non sotamento i qua- 
drati delle fraxioni propriamente delle sono sempre frarioni . 
ma che ogni numero frazionario irriducibile, essendo moltiplicato 
per sè stesso , darà sempre un risultamenlo frazionario anche ir- 
riducibile. 

97. Questa proposizione riposa sopra di quest'altra. Ogni 
itHmero primo P , che divide il prodotto AB di due numeri A e B, 
divide necessariamente uno di questi numeri. 

Io suppongo ch’esso non divida B , e che B lo sorpassi; 
dinotando con q il quoziente intero di questa divisione , o con 
B' il resto , si avrà 


B = gP B‘ , 


da cui > moltiplicando per A , si dedurrà 
AB t=z qAP + AB' , 


e dividendo i due membri di quest’ equazione per P, si olterrà 


AB 

P 


= »'* + -?- 


da cui risulta che la divisibilità di AB per P porta per conse- 
guenza quella del prodotto AB' pel medesimo numero. Ora 
B' essendo il resto della divisione di B per P , è necessaria- 
mente minore dì P : cosi non potendo dividersi B' per P , 
si dividerà P per jB' , e si avrà un quoziente q' cd un resto 
B" i poi si dividerà P per B", e si avrà un quoziente q" ed 
un resto B'" , e cosi di seguito, perchè P è un numero primo. 

Ciò posto, si avrà questa serie di equazioni P=q'B' -{- B", 
P =r q" B" + B'", ec. ; moltiplicando ciascun membro per A , 
si otterrà 


AP = q' AB' + AB" , AP = q" AB'i + AB"' , ec. ; 
e dividendo per P , verrà 



4 = 5 



AB'" 

P 


ec. , 


risultamenti i quali fanno vedere che essendo AB' divisibile per 
P , i prodotti AB", AB'", ec. debbono parimente esserlo. Ma 
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i resti B' , B" , B'" , cc. diventano sempre più piccoli .li 
mano in mano , o si deve finalmente cadere sull' unità ; im- 
perocché le operazioni indicate di sopra si continuano della 
stessa maniera sino a che questi resti sorpassano!, essendo P 
un numero primo; e quando si giungerà all' unità, si avrà il 
prodotto il X 1 1 il quale dev' esser divisibile per P : dunque 
ancora A deve essere divisibile per P. 

Segue da ciò, che se il numero primo P, che per ipotesi 
non divide B, non dividesse neppure A, esso non dividerà nean- 
che il prodotto di questi numeri. 

( Quitta dimott razioni è ad un dipretto eilraiia dalla Teo- 
rica dei numeri di Legendre ] (*). 

98. Intanto , allorché la frazione — è irriducibilo , non 

a . 

V è alcun numero primo che potesse dividere ad un tempo b 
ed a; ora, in virtù di ciò che precede, ogni numero primo che non 
divide a, non può dividere a X a, ossia a' ; ogni numero primo 
che non divide b , non divide b X b, ovvero 6': i numeri a' e b* 
son dunque allora primi tra loro ; e per conseguenza il quadra- 
to della frazione — essendo irriducibile al pari di questa 
o* a 

frazione , non potrebbe essere un numero intero. 

99. Da qiiest'ultima proposizione risulta, che tutti t numeri 
interi , che non tono quadrati perfetti , non hanno radice, non 
Molamente in numeri interi, ma neanche in nunuri frazionarii. fion 
ostante ciò è naturale accorgersi che debba esistere una quan- 


(*} È fscile il vedere che le proposizione qui sopra dimostrata si 
estende ad un prodotto composto da quanti fattori si vorrà, e che se 
questi fattori sono tutti numeri primi , il prodotto non può esser di- 
viso da alcun altro numero primo , ciò che prova che la scomposi- 
zione d’un numero in fattori semplici ( Arit. 162,) non potrebbe ef- 
fettuarsi che d’ una sola maniera. 

Di più, un numero cbmposto non potendo dividere un altro nume- 
ro , senza che questo sia divisibile successivamente per. ciascun fattore 
semplice del primo , ne segue che ogni numero composto che è primo 
con uno dei fattori d'un prodotto AB, non dividerà questo prodotto, 
se non quando dividerà l' altro fattore. 

Ciò prova la proposizione enunciau nel n.*89 dell'aritmetica , che 
ogni frazione i cui termini sono primi tra loro , è irriducibile; impe- 
rocché sia — s; — ; se ne dedurrà d= — ;oseaeò sono primi tra 

41 C (t 

loro, perchè d sia intero, bisognerà chea divida e, il òhe suppone c^, 
o > a , e di qui risulta d = , o > i, 

16 
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tità la quale moltiplicata per se stessa ■ produca un numero 
qualunque , 227G per esempio , o che in questo caso una tal 
quantità sia compresa tra 1^7 e lii^ ; poichò Vt X ^7 dà un 
prodotto minore di questo numero, i8 X ^8 no dà uno mag- 
giore ; e dividendo I' intervallo che passa tra 4^7 e &8 in fra- 
zioni , si trovano numeri i quali moltiplicati per sò stessi , 

danno prodotti maggiori del quadrato di 1^7 , minori di quello 
di 48 , prodotti i quali di mano in mano si approssimano sem- 
pre di più al numero 2276. 

L' estrazione della radico quadrata, applicata ai numeri che 
non sono quadrati perfetti , dà dunque origine ad una nuova 

specie di quantità . nella guisa stessa che la divisione genera 

le frazioni : ma vi è questa difTerenza tra le frazioni e le radici 
do’ numeri che non sono quadrati perfetti , che le prime , le 
quali si compongono sempre d’ un numero esatto di parli del- 
i' unità , hanno con questa unità una comune misura, ovvero 
un rapporto espresso da numeri interi , e che le seconde ne 
sono aiTalto prive. 

Concependo , per esempio , divisa I' unità in cinque parti 
uguali , il quoziente della divisione di 9 per 5 si esprime con 

9 1 

9 di queslo parti, ossia con : cosi ^ essendo contenuto cin, 

o 5 

0 

que volte nell'unità e nove volle in •? , è la comune misura 

o 

9 

dell’unità e della frazione ^ , ed il rapporto di queste quantità 

è quello dei numeri interi 5 e 9. 

Considerando che tanto i numeri interi quanto le frazio- 
ni hanno con l'unità una comune misura , si d%o che queste 
quantità sono commensurabili con l’ unità, o semplicemente com- 
mensurabili ; e perchè i loro rapporti , o ragioni con I’ unità 
sono espressi da numeri interi, si distinguono ancora si i numeri 
interi e si lo frazioni col nome comune di numeri razionali. 

Al contrario la radice quadrata d’ un numero che non ò 
un quadrato perfetto , è incommensurabile o irrazionale , per- 
chè non potendo esser rappresentata da alcuna frazione, sene 
ricava che in qualunque numero di parti si supponga divisa 
r unità, nessuna sarà tanto piccola da misurare nello stesso tem- 
po d’ una maniera esatta questa radice e l’unità. 

Per indicare in generale una radice da estrarsi , sia che 
possa ottenersi esattamente, sia che no, si fa uso del segno y. 


Digitized by Google 



OI. ALGEBRA. 1^3 

che si chiama radicale ; 


^^16 ò la medesima cosa che '» . 


2 6 incommensurabile o irrazionale. 


100. Comecchò la qiiantitii 1^2 non possa ospiimersi esat- 
tamente con alcun numero intero o frazionario, pure si ottiene di 
questa quantità un'espressione approssimata per quanto si vuole, 
convertendo il numero dato 2 in frazione di cui il denomina- 
tore sia un quadrato ; o la radico del numeratore , presa so- 
lamente in numero Intero , dà quella del numero proposto . 
espressa in parti della specie dinotala dalla radice quadrata 
del denominatore. 

Se si trasforma , per esempio , il numero 2 in 25esimi , 
50 

si avrà . La radice di 50 essendo 7 in numero intero , e 
25 7 2 

quella di 25 essendo esattamente 5 , si avrà ^ , ovvero 1 ^ 

por la radice di 2 approssimata a meno d’ un quinto. 

101. Si veda clic questa operazione, fondata sopra ciò elio 
si ò appreso nel n.° 96 , chi! il quadrato cioè d' una frazione 
era espresso da una nuova frazione che aveva per numeratoro 
il quadrato del numeratore primitivo , o per denominatore il 
quadrato del denominatore primitivo , si applica a qualunque 
specie di frazioni , e più facilmente ancora allo decimali che 
a tutte le altre. In fatti segue dal suddeHo principio che il 
quadrato d' un numero espr<-sso in decimi , devo esserlo in 
centesimi , che quello d' un numero espresso in centesimi . 
deve esserlo in diecimillesimi , e cosi di seguito ; o che pei- 
coMSegU''nza il numero delle cifre decimali del quadrato è sempre 
doppio di quello della radice. Quest' ultima osservazione può 
ancora dedursi dal principio della moltiplicazione dei numeri 
decimali , il quale richiede che un prodotto deve contenere 
tante cifre decimali , quante sono quelle di entrambi i fattori. 
Nel caso attualo il numero proposto , considerato come il 
prodotto della sua radice moltiplicata per sè stessa , deve 
avere il doppio delle cifre decimali di questa radice. 

Dopo che si sarà ben compreso ciò che precede, facilmente 
se ne conchiuderà, che volendo, per esempio, la radice qua- 
drata di 227 approssimala fino ai centesimi, bisognerà ridurre 
questo numero a diecimillesimi , cioè a dire , aggiungere quat- 
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tro seri a dritta , il che darà 2270000 diecimilleaimi , da cui 
si estrarrà la radice come da uii egiMl numero di unità ; ma 
per dinotare che il risultamcntu dev’ essere di centesimi . si 
separeraunu con una virgola le due ultime cifre sulla dritta. 
Si troverà cosi , che la radice di 227 approssimata sino ai 
centesimi circa , è 15,06 eccone l’ operazione 


2,2 7,00,00 
1 2.7 

200 0 0 
1 96fs 


1506 


25 

3006 


Se il numero proposto contenesse già decimali , biso- 
gnerebbe renderne pari il numero , siccome richi<de l'estra- 
zione della radice dai decimali. Per estrarre , esempligra- 
zia , la radice da 51,7 si metterebbe un zero appresso a que- 
sto numero , aOìnchè avesse almeno centesimi , e si estrar- 
rebbe poi la radice da 51,70. Se si volesse avere un decima- 
le di più , si metterebbero due zeri di più appresso a questo 
numero , il che formerebbe 51,7000, e si troverebbe 7,19 per 
sua radice. 

Coloro che vorranno esercitarsi , potranno cercare la ra- 
dice quadrata dei numeri 2 e 3 eoo selle cifre decimali , il 
che richiederà che mettano quattordici zeri appresso a questi 
numeri ; e dovranno trovare per risultamento 

K2 = 1,4142138 , = 1,7320508. 

102. Allorché si è trovato più delta metà delle cifre che 
si vogliano avere alla radice , le rimanenti si possono ottene- 
re per mezzo della sola divisione. Sia, per esempio, S2976; la 
radice quadrata di questo numero è 181 con un resto 215 ; 
dividendo questo resto 215 per 362 , doppio di 181 . e spin- 
gendo il quoziente fino a due decimali , si avrà 0,59 , che 
bisognerà aggiungere a 181 , e ne risulterà 181,59 per la ra- 
dice di 32976 , esatta a meno di un centesimo circa. 

Per provare la legittimità di questo procedimento , chia- 
mo N il numero proposto , a la radice del massimo quadrato 
contenuto in questo numero , e é ciò che bisogna aggiungere 
a questa radice per aver la radice esatta del numero propo- 
sto ; si avrà , dietro queste denominazioni , 

iV = o’ -f 2a6 -f 6* , 

e quindi 

/V — a‘ s= 2ab -f 6‘ ; 
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e dividendo per 2a , si troverà 


N-a* b' 

= *’ + 2a • 


Questo risultanienlo fa vedere che il primo membro po- 
trà esser preso per il valore di 6, quante volte la quantità ^ 


sarà minore dell’ unità dell' ordine meno elevato che si tro- 
va in b. Ma il quadralo d’ un numero non potendo avere più 
del doppio delie cifre di questo numero , ne segue che se il 
numero delle cifre di a sorpassa il doppio di quelle di b , la 

quantità ^ sarà allora una frazione. 

. Nell’ esempio precedente a = 181 unità , ovvero a 18100 
centesimi, ed ha per conseguenza una cifra di più del quadrata 


di 59 centesimi ; cosi la 


frazione ^ diviene allora 
2a 


3481 

3620U 


e 


si trova molto al di sotto di un’ unità della seconda parte 59, 
ossia d’ un centesimo d’ unità della prima. 

103. Ciò conduce ad un metodo per approssimar la ra- 
dice quadrata di un numero mediante le frazioni ordinarie , 
continuando indefinitamente il processo dell’ estrazione delle ra- 
dici. £ di vero , sendo a la radice del massimo quadrato 
contenuto io iV, b è necessariamente una frazione, e la quan- 


tità essendo allora molto più piccola di b, può trascurarsi. 
Ha 


Sia, per esempio, da estrarsi la radice quadrata da 2 ; il 
massimo quadrato contenuto in questo numero essendo 1, dopo 
di avernelo tolto , resta 1. Dividendo questo resto per il dop- 
pio della radice , si trova ^ ; prendendo questo quoziente per 


la quantità b , viene , per una prima approssimazione delta ra< 
1 3 

dice f 1 + 2 I ovvero ^ . Elevando questa radice a quadrato, 

9 8 

•I trova - , che tolto da 2 ossia da ^ , darà per re- 


Digitized by Google 



126 


E L E M K N T I 


*to — j . In questo caso la formola 


iV— g* 
2a 



diventa 


12 



Prendendo ~ per 6 , verrà per la seconda approssi- 

3 1 17 17 289 

inazione J “ J 2 = Ì2 ’ quadrando , si troverà — , 

288 17 

quantità che anche sorpassa 2 ovvero -7- . Sostituendo — 

. , IH 12 

in luogo di a , risulterà 

1 6* 

■" 12 X 34 “ ^ + 2o ■ 

il che darà 


12 X 34 “■ 408 '■ 

la terza approssimazione sarà dunque 

17 1 17 X 34 — 1 577 

12 12x34“ 408 “4(W ' 

' Egli è facile di continuar quest* operazione per quanto si 
vorrà. Darò nel Complemento di questo Trattato formole più 
romode per estrarre le radici in generale. 

lO's. Per approssimarci alla radice quadrata d’ una frazio- 
ne, r idea che si presenta la prima, è di estrarre per approssima- 
zione la radice quadrata dal numeratore 0 dal denominatore ; 
ma riflettendovi un poco . si vedrà bentosto che pud evitarsi 
una di queste operazioni , facendo in modo che il denominato- 
re sia un quadrato perfetto , il che si ottiene moltiplicando i 
due termini della frazione proposta per questo denominatore. 
Se si avesse , per esempio , ad estrarre la radice quadrata 
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da , si traslurocrebbe questa frazione ia 


3 X 7 _ 21 
7X7 49 ’ 


moltiplicando i suoi due termini per il denominatore 7. La 
radice del numeratore di quest' ultima frazione , essendo pro- 
sa in numero intero , dà ^ per quella di ~ , e questo ri- 

sultamento è approssimato per meno di 

Per ottenere un maggior grado d’ esattezza , bisognerebbe 

3 

convertire , almeno per approssimazione , la frazione ^ in un’ 
altra il coi denominatore fosse il quadrato di un numero mag- 
giore di 7. Si avrebbe , per esempio , a meno di A circa • 


la radice domandata , se si convertisse ^ in 225^^"°' , per- 

o 3 OOK 1 

chè 225 è il quadrato di 15 ; verrebbe cosi ^ = — * ■ di 

7 7 225 

1 96 1 

= X ~ ^ differenza di meno di ^ ; la 


225 

96 


225 


9 10 

radice di sta tra n e r-. , ma piCt vicino alla seconda 
225 15 15 

che alla prima frazione . perchè 96 è più vicino a 100 che 

10 2 3 

ad 81 : si avrebbe dunque , ovvero ^ per la radice di 

col divario di meno di A in eccesso. 

15 

Se si volessero adoperare i decimali per estrarre la radice 

21 

approssimata dal numeratore della frazione ^ , si troverebbe 
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4.S83 per la radice approssimata del numeratore 21 , osi 
dividorebbe questo risultameoto per la radice del nuovo deno- 
minatore. Spingendo il quoziente fino a tre decimali, ai avreb- 
be 0 655. 

105. Siamo ora in grado dì risolvere tutte le equazioni 
nelle quali non entra che la seconda potenza dell’ incognita , 
combinata con quantità note. 

A far ciò basta riunire in un tot mem&ro («Iti t ter- 
mini affetti da questa potenza . poi liberarla dai suoi molli- 
plicaton con la regola del ti." ii : ti otterrà il valor del- 
f tnco^ifa , estraendo la radice quadrala dall’ altro membro. 

Sia, per esempio , I’ equazione 



Facendo sparire i divisori , si trova subito 
15**.^ 168 = 84-14**. 

Trasportando nel primo membro il termine 14** , e nel 
secondo il termine 168 , verrà 

15** + 14** = 84 + 168^ ‘ 

ovvero - 

29*’ = 252 , 




Bisogna attentamente osservare che per indicar la radice 
252 

della fratione , ho fatto discendere il segno V~' al di 
sotto delia linea che separa il numeratore dal denominato- 

252 

re. Se avessi scritto — 55 — , questa espressione avrebbe in- 


dicato il quoziente dato dalla radice quadrata del numero 252. 
quando essa vien divisa per 29 ; risuUamento diflerente dal 
primo , nel quale la divisione dev’essere eseguita prima del- 
r estrazione della radice. 
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Sia ancora I' equazione letterale 

a«* + 6’ =: ex' + d’ ; 

operando come sulla precedente equazione numerica , si avrà 
successivamente 

ax' — ex' = d* — 
d’ — 6’ 


X' = 


a — c 




6 ’ 


X = 


a — c 


Farò osservare in questa occasione, che quando si vuole 
indicare la radice quadrata di una quantità complessa, bisogna 
prolungare la linea superiore del radicale sopra tutta la quantità. 

La radice della quantità kab — 26’ scrivereb> 

be cosi : 

yka'b — 2b* -f"? , 
od anche in quest' altra guisà 

y{ha'b - 26’ + c’) , 

sostituendo alla linea supcriore del radicale una parentesi cho 
chiuda tutte le parti della quantità da cui bisogna estrarre la 
radice : e quest'jiltima espressione può qualche volta sembra- 
re preferibile all'altra (n.^* 35). 

Io generale , ogni equazione del secondo grado della spe- 
cie che qui esamino , potrà , mediante la trasposizion dei suoi 
termini , esser ridotta alla forma 


px 


= a 


— dinotando il coeifìciente qualunque di x' ; e se ne otterrà 

9 

x' = ^J, 

P 

p ’ 

17 


X = 
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106. Relativamente ai numeri aasoluli questa soluzione è 
completa , perciocché essa riducesi a praticare sul numero , 

sia intero , sìa frazionario , rappresentalo dalla quantità ^ , 


un’ operazione aritmetica che conduce sempre ad un risulta- 
mcnto 0 esatto , o approssimato al vero di quanto si vorrà ; 
ma avendo riguardo ai segni dai quali le qiiatitilà possono es- 
sere affette , 1’ estrazion della radice quadrata lascia un' ambi- 
guità, in conseguenza della quale ogni equazione di secondo 
grado è suscettibile di due soluzioni , mentre quelle di primo 
grado non ne hanno che una. 

E di vero nell’ equazione x' = ^5 il valore di x essen- 
do la quantità che elevata a quadrato , produce 25 , es- 
so potrà , se si considerano le quantità algebricamente , es- 
sere aiTetto indifTerentemente dal segno , o dal segno — ; 
poiché , sia che venga rappresentato da -{- 5 , o da — 5, si 
avrà egualmente pel suo quadrato 


4-5x + 5 = + 25, 0 puro — 5X — 5 = -f-25: 


si può dunque prendere indifìerentemento 
X = "t* 5 , 


af = — 5. 


Per la stessa ragione nell’ equazione generale 



si avrà indifTerentemente 


>» 




Per compendio si ristringono questo due espressioni nella se- 
guente : 
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ove il doppio segno + indica che si può aUernalivanienta 
prendere col segno . o col segno — il valor numerico di 

Dietro r osservazione or ora fatta , si deve ritenere per 
pegola generale , che bisogna dar» alla radic» quadrata d una 
quantità qualunque il doppio segno + . 

lo conseguenza di questa regola si potrebbe domandare : 
perchè non si dà puranche ad x il doppio segno + , essendo x 
la radice quadrata di ? Si risponderà dapprima col signor 
Develey ( Àlgèbre d' Émile , T. Il ) , che la lettera x essendo 
stata posta semplicemente senza segno ( cioè col seguo -j- ), 
come il simbolo dell' Ignota , in questo slato propriamente bi- 
sogna determinarne il valore , e che allorquando si cerca un 
numero x di cui il quadrato sia, per esempio, b , non ci ha 
che queste due soluzioni possibili : a: = , a: = — K6“ 

Inoltre ancorché , risolvendo 1’ equazione jc' = 6 , si scrives- 
se ±ar=x + Vb. e si combinassero questi segni in tutti t 
modi possibili , cioè : 

-j- a: = -|- b , X = — b , 

-f- a; = — yf. — » = -f yr, 

non si otterrebbe niente di più , poiché cangiando il segno dei 
due membri dilla seconda equazione di ciascuna linea ( n.° 57), 
si otterrebbe la prima. 

107. Ancora segue dalla considerazion dei segni , che se 
il secondo membro dell’ equazione generale 



V 


fosse un numero negativo , l’ equazione sarebbe assurda ; pe- 
rocché il quadrato di una quantità o affetta dal segno -{- • o 
aiTetta dal segno — , e.-sciido sempre affetto dal segno , 
non si può trovare nè nell' ordine delle quantità positive , ns 
in quello delle quantità negative , alcuna quantità il cui qua-' 
Orato sia negativo. 

Questa circostanza per lo appunto viene espressa allorché 
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si alTerma nhi* la radice di una quantità negativa i immaginaria. 

Su si perveoisse all' equazione 

a' + 25 = 9 . 
se ne dedurrebbe se* = 9 — 25 , 

u sia a:* — 16 ; 

or non havv'i alcun nuroero che moltiplicato per sè stesso 
potesse produrre — 16. Ben è vero che — 4 moltiplicato 
per 4 dà 16 : ma queste due quantità , avendo un se- 
gno ditTorente , non possono essere considerate come uguali , 
ed il loro prodotto non è per conseguenza un quadrato. Si 
avranno in seguito nuovi schiariinenti sopra questa specie di 
contraddizione, che bisogna ben distinguere da quella del n.° 58 , 
la quale in virtù d’ un semplice cangiamento nel segno dei- 
l’incognita è scomparsa; qui bisognerebbe cangiare il segno 
del quadrato x'. 

108. Un'equazione del secondo grado ad una sola inco- 
gnita per esser completa dee contenere tre specie di termini, 
cioè ; termini affetti dal quadrato dell’ incognita , termini af- 
fetti dall' incognita al primo grado , e Qualmente termini del 
tutto noti : tali sono le equazioni 

3 

a;* — 4x 12 , 4x — ^ ar* = 4 — 2x . 

La prima in qualche modo ò più semplice della secon- 
da , conciossìacchè non contiene che tre termini , e il qua- 
drato di X vi è preso positivamente , e non ha per coefll- 
ciente che I’ unità. A quest’ ultima forma si riducono sem- 
pre le equazioni del secondo grado prima di risolverle ; co- 
sicché allora possono esser ràppresenlate da questa furmola 
generale : 

X* + px = g . 

p e g rappresentando quantità note, sia positive, sia negative. 

Egli ò evidente che si ridurranno tutte le equazioni del 
secondo grado a questo stato , l.° passando in un sol mem- 
bro tutti i termini affetti da x (n.^ 10] ; 2.° cangiando il sogno 
di ciascun termine deH’equazione per rendere positivo quello af- 
fetto da X*, se questo termine fosso da principio negativo (n.° 57]; 
3.° dividendo tutti i termini deU’equazìono per il moltiplicatore di 
x’. se questo'quadrato ha un moltiplicatore 11), o moltipli- 
candoli per il divisore di x', se questo quadralo è diviso [n.^ 17], 
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Applicaado ciò che si è detto alt* equazione 
i*— ^ x’=4 — 2x , 

allorché si passano nel primo membro i termini afletti da x, 
essa diventa 

— g *’ + = é ; 

quando poi si cangiano i segni , 

r *’ — 6«s=s — é; 
o 

e quando ai moltiplica per il divisore 5 , 

t 

3** — 30x = — 20 ; 

ed allorché Qnalmcnte si divide per il moltiplicatore 3. diventa 



Paragonando questa equazione con la formola generale 

«* + P» = 3 , 

si avrà per questo caso particolare 



109. Per conseguire la risoluzione delle equazioni co< 
si preparato , bisogna rammentarsi dell’osservazione fatta 
nel li.** 3k , cioè che il quadrato d’ una quantità composta 
di due termini , contiene sempre il quadrato del primo termi- 
ne , il doppio dei primo termine moltiplicato per il secondo , 
ed il quadrato del secondo termine ; e che per conseguenza il 
primo membro dell' equazione 

4- 2flx + a’ = à , 
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nella quale a 6 b sono quantità note , ò un quadrato perfet- 
to , e quello propriamente di a; a , dal che risulta 

(* -f o)(x + a] = b. 


Prendendo allora la radice quadrata dei primo membro , 
ed indicando quella del secondo , si avrà 


a -j- a s= + Kb, 


equazione la quale non è che di primo grado relativamente al- 
r incognita x . e dà , trasportando il termine a al secondo 
membro , 


X = — a + Kb . 

Un’ equazione del secondo grado sarebbe dunque facil- 
mente risoluta se fosse ridotta alla forma 

x’ -f 2ox a’ = b , 

cioè a dire , se il suo primo membro fosse un quadrato. 

Ma il primo membro dell' equazione generale 

x' -{• pa = q 

contiene di già due termini che possono essere riguardati co- 
me formanti parte del quadrato d’ un binomio , cioè : x' , 
che sarà il quadrato del primo termine x, e px, che sarà il doppio 
del primo moltiplicato per il secondo , il quale non può essere in 

conseguenza che la metà di p , ossia ^ p. Per completare il 

quadrato del binomio x ^ p , vi bisognerebbe anche il 

quadrato del secondo termine ^ p ; ma questo quadrato può 

esser formato , poiché p e conseguentemente ^ p sono quan- 
tità cognito , e può in seguito essere aggiunto al primo mem- 
bro , purché si aggiunga nello stesso tempo al secondo , af- 
fino di conservare I’ eguaglianza ; e quest' ultimo membro ri- 
marrà tuttavia in totalità cognito. 
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1 1 

Il quadralo di ^ p essendo r* p’ > la sua aggiunzione ai 
due membri dell’ èquazione proposta 

+ P® = ? 

trasforma questa equazione in 

®* + P® + j P’ = 9 + f P* . 

risullamento di cui il primo membro è il quadrato di ar ^ p : 
prendendo adunque la radice dei due membri , si avrà 

* + §P = ± 9 + yP’ (n.°106), 

e trasponendo, viene 



da cui si ottiene successivamente 



Ho dato il segno -{- al secondo termine ^p delia radico 

del primo membro dell* equazione proposta , perchè il secon- 
do termino di questo membro era positivo ; bisogna mettervi 
il segno — nel caso contrario , per la ragione che il qua- 
drato x' — -j- o’ corrisponde al binomio a — a. 

La risoluzione di una equazione qualunque dì secondo gra- 


Digitizwity Google 



136 ELEMENTI 

do sì otterrà paragonando questa equazione alla forinola ge< 
cerale 

X' px = q ; 

opure applicando immediatamente all’equazione proposta l’ope- 
razione che si è fatta sopra di qiie)>ta formolo , la quale ope- 
razione può enunciarsi come segue : 

Bendere il primo membro deW equazione proposta un qua- * 
drato perfetto , aggiungendo *i a questo , che al secondo il qm- 
drato della metà della quantità data che moltiplica la prima 
potenza dell’ incognita ; eguagliare in seguito le radici quadrate 
di ciascun membro , osservando che quella del primo è compo- 
sta delP incognita e della metà della quantità data che la mol- 
tiplica nel secondo termine , presa col segno di questa quantità, 
e che la radice del secondo membro deve essere preceduta dal se- 
gno ±. ed indicata dal segno y , se non può immediatamente 
ottenersi. 

Eccone degli esempi. 

110. Trovare un numero tale , che aggiungendolo 7 volte 
al suo quadralo , la somma sia 44. 

Detto X 11 numero cercato , l’ equazione sarà criden- 
temento 

-f 7a: = W.. 

Per risolverla , prendo — , metà del coefficiente 7 che 
« 

49 

moltiplica X, ed elevandola a quadrato, ho la quantità elio 
aggiungo a ciascun membro , come segue : 

IH 1 ^9 » » I 49 

it* -f 7ar + -^ = W + ; 


e riducendo il secondo membro ad una sola frazione , verrà 


I I H 49 
a* + 7a: + 



La radico del primo membro ò , secondo la regola data 
*7 15 

di sopra, <e + ^ , e si trova per quella del secondo ; si 
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ita dunque 1' equazione 



dalla quale si ottiene 



X 


7 « _ 8 

2 2 ~ 2 


X 


7 _15 

2 2 



Il primo valore di x risolve la quistione nel senso del 
tuo enunciato , perché si ha per questo valore 

a;’=x 16 
7x = 28 

somma l^k. 


In quanto al secondo, siccome osso è affetto dal segno — 
il termine Ix , diventando ’ 


7 X — li = — 77, 

deve esser tolto da x* ; di maniera che I' enunciato delia qui* 
atione risoluta col numero 11 , ò questo : 

Trocare un numero tale , che togliendo 7 volte queeto mi- 
mero dal tuo quadrato , rimanga 44. 

Il valor negativo modihca dunque qui la quistione d’ una 
maniera analoga a ciò che si è veduto per le equazioni del 
primo grado. 

Se si mettesse in equazione l' enunciato anzidetto , si ot- 
terrebbe 


X' — 7x = kk , 


18 
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0 risolveodola , verrebbe 


X — Tx A r 

* 


hk -i- -J , 


, -r , 49_225 

X — 7a; + — -j- . 


1 .15 

==- 2 


7 ^ 15 
® — 2 — 2 ' 


7 , 15 22 ,, 

*=2 +2 = 2 =“’ 


7 _15 

2 2 


8 

2 




Il valore negativo di a; è divenuto positivo , perchò esso 
soddisfa letteralmente al nuovo enunciato , cd il valore posi- 
tivo , che non lo soddisfa allo stesso modo, è divenuto negativo. 

Da ciò si vede che nei problemi di secondo grado I’ Al- 
gebra riunisce nella medesima formola due quistioni che han- 
no tra loro una certa analogia. 

111. Qualche volta gli enunciati che conducono ad equa- 
zioni di secondo grado , sono suscettibili di due soluzioni ; il 
seguente si trova in questo caso. 

Hinvtnire un fMmero tale, che se si aggiunga 15 al suo qua- 
drato , la somma sia uguale ad 8 volte questo numero. 

Sia X il numero cercato ; l'equazione del problema sarà 


x* + 15 = 8ar. 


Mettendo questa equazione sotto la forma proscritta nel 
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«* — 8x = — 15 , 
a;' _ 8a + 16 = - 15 + 16 , 
ar’ — Sa: -1- 16 = 1 , 

« — 4 =± 1 - 
a; = 4 ± 1 , 
ac = 5 , 
ae = 3. 


Vi sono adunque due numeri differenti 5 e 3 i che godo- 
no della proprietà stabilita nell’ enunciato. 

112. Qualche volta s’ incontrano ancora alcuni enunciati 
che non possono essere risoluti in niun modo nel loro senso 
preciso , 0 che devono esser perciò modiTicati ; un tal caso 
è quello nel quale le due radici dell’ equazione sono negative, 
come quelle della seguente : 

a;* -f- Sa: + 6 = 2. 

Quest’ equazione , la quale esprime che il quadralo del nu- 
mero cercato , aumentato di 5 volte quello numero , ed ancora 
di 6 , deve dare una tomma eguale a 2 , non può evidente- 
mente essere veriGcata per addiziono , come sta scritta , pe- 
rocché il solo 6 già sorpassa 2 ; ed in fatti so si risolve , si 
trova successivamente 


a* -(*■ Sa; = — 4 , 


-f- 5a? 
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I segni — da cui sono aff iti i numeri lei, fanno ve* 
dere che il termine Sx deve essere tolto dagli altri, ovvero che 
pei d^ ritrovati valori I’ enunciato deve esser roodiQcato cosi: 

Trovare un numero tale , che se si tolga 5 volte dal sua 
quadrato , e si aggiunga 6 al resto, si abbia 2 per risuUamento, 

Questo enunciato dà luogo all' equazione 

«* — 8o; + 6 = 2 , 

dalla Quei® si hanno por x i due valori positivi lei. 

113. Sia inoltre questo problema : 

Dividere un numero p in due parti delle quali il prodotto sia 
eguale a q. j r » «• 

Chiamando una di queste parti x , l'altra sarà espressa 
da p — a? , ed il loro prodotto sarà px — a;* : si avrà dun- 
que r equazione 


px — X' =1 q , 
ovvero , cangiando i segni , 

x’ •— px ss — q f 

e risolvendo quest’ ultima , si troverà 



Se per particolarizzare la quistione si facesse 


si avrebbe 


p = 10 , ? = 21 , 


ovvero 


® = 3 ± K25— 21, 
e = fi i 2 , 

X = 7, 


xi=a 3, 


A 


vale a dire una delle parti sarebbe 7 , 
conseguenza 10 — 7 , ovvero 3. 

Se si prendesse al contrario 3 per 
rebbo 10 — 3 , ovvero 7 ; di modo 
1 enuncialo attuale la quistione non ha 
loia soluzione « giacché la seconda non 
to d’ ordine tra le parti. 


e r altra sarebbe per 

X , I' altra p1^ sa- 
che relativamente al- 
, a dir vero, che una 
è che un carobiamen- 
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attento esame del valore di z fa vedere che nella qui* 
stione di cui si tratta , non si possono prendere del tutto ar- 
bitrariamente i numeri p e q ; poiché se q sorpassasse ^ , 

ossia il quadrato di i p, la quantità^ — q sarebbe negativa, 

e s’ incorrerebbe nel carattere di assurdità osservato nel o.° 
107. Se si prendesse , per esempio , 


p ss 10 e 9 ss 30 , 

verrebbe 


. ■ = 5 + K 25 — 30 ss 5 i K — 5 : 


il problema sarebbe dunque impossibile con questi dati. 

114. L* assurdità delle quistioni che conducono a radici 
immaginarie non si manifesta che nella concbiusione; ma de- 
ve desiderarsi di conoscere con caratteri che riguardino più 
da vicino l'enunciato , in che consista l'assurdità del proble- 
ma, onde germina quella della soluzione •* or questo appunto 
ne sarà mostrato d’ una maniera precisa dalla considerazione 
seguente. 

Sia d la difierenza delle due parti del numero proposto ; 
la maggiore sarà I" + 1* » la minore ^ (o.” 3) ; ora ò 

stato chiaramente provato ( n.' 29 , 30 e 34 ] che 


\2 ^2 /V2 2/ ““4 “4’ 

dunque il prodotto delle due parti del numero proposto , 

qualunque esse siano , sari sempre più piccolo di ~ , o sia 

del quadrato della metà della loro somma, finché d non sarà nullo; 
e quando questa circostanza avrà luogo, ciascuna di queste due 

parti essendo allora eguale ® 2 * *1 prodotto non sarà che ^ • 
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fe dumjiio un assurdo il volere cho sia maggiore ; e con ra- 
giono r Algebra , rispondendo in tal caso d’ una maniera con- 
traddittoria ai principii , mostra con ciò che quel cho si cer- 
ca non esiste. 

Ciò cho ora si è dimostrato sull’ equazione 
a* — pxzs — q 1 

data dalla quistione precedente , conviene a tutte quelle del 
secondo grado in cui q è negativo nel secondo membro , le 
quali sono le sole che posson dare radici immaginarie, perchò 

il termine ^ posto sotto il radicale , conserva sempre il se- 
gno -|- , qualunqijo sia quello di p. In fatti quando si avesse 
r equazione 


-\-px = — q , 0 sia x’ -f- pa: -f 9 = 0 , 

si vedrebbe subito che essa non potrebbe ammettere alcuna 
soluzione positiva , poiché il suo primo membro non contiene 
che termini addittivi ; e por sapere se 1’ incognita x potesse 
essere negativa , basterebbe cangiare x in — y. L’incognita y 
avrebbe allora valori positivi , cho sarebbero dati dall’equazione 

y’ — py + ? = 0 • ® «'a y' — py — — q, 

precisamente la stessa che quella del numero precedente : ora 
i valori di x non potendo essere reali che quando quelli di y 
lo fossero , essi diverrebbero ancora immaginari! nel caso at- 

p' 

attuale so q superasse ^ . 

Si vede adunque in grazia delle osservazioni fatto qui so- 
pra , come e per qual ragiono , quando il termine noto duna 
equazione di secondo grado è negativo nel secondo membro , e 
maggiore ad un tempo del quadralo della metà del coefficiente 
della prima potenza dell' incognita , quest' equazione non possa 
avere che radici immaginarie. 

115. Le espressioni 

K*zrr, a -i- y —b , 
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c(l in generalo tutto quelle elio comprendono la radice qua- 
drata d' una quantità negativa , si chiamano quantità immagi- 
narie f*). Queste non sono che simboli d’assurdità, i quali ten- 
gono il luogo del valore che si sarebbe ottenuto , se la qui- 
stione proposta fosse stala possibile. 

Tali espressioni non si trascurano nei calcoli, perchè allo 
volte avviene che combinandolo secondo certe leggi , I’ assur- 
dità si distrugga , ed il risultamento diventi reale. Se ne tro- 
veranno esempi nel Complemento. 

116. Siccome importa molto ai tironi d'acquistare no- 
zioni esatte sopra tutti i fatti d’ analisi che sembrano uscire 
dalle idee comuni , ho stimato che bisognasse aggiungere di 
più qualche altro rischiaramento a ciò che si è di già veduto 
( n.° 106 ) sulla necessità di ammettere due soluzioni nello 
equazioni del secondo grado. 

Passo a dimostrare che »e esiste una quantità a la quale, 
sostituita in luogo di x , soddisfaccia all' equazione di secondo 
grado x* px — q , e sta per conseguenza il valore di x, que- 
sta incognita avrà ancora un altro valore. In fatti, so si sosti- 
tuisce a in luogo di X, ne risulterà a’-j-pa = ^ ; e poicliè, 
per ipotesi, a è il valore ài x , q sarà necessariamente uguale 
alla quantità a* -f- pa : si potrà dunque scrivere questa quan- 
tità in luogo di q nell' equazione proposta, che diverrà perciò 

px — a* -{• pa. 

Trasportando tuli' i termini del secondo membro nel pri- 
mo , verrà 

a?’ + px — o* — pa = 0 
che si può scrivere cosi : 

x‘ — o* -f p ( X — o ) = 0 ; 

e poiché 

— a* = { X -f a ) ( X — a ) ( n.® 34 ) , 

si vede a colpo d’ occhio che il primo membro è divisibile 
per X — a, 0 dà un quoziente esatto x-|- a -j- p : si ha dun- 
que , in conseguenza di ciò , 

a;* p» — g — — 0* ■+■ p (» — a) (® - o)(* ..j. a -j- p). 

(*) Sarebbe più esatto il diro espressioni o simboli immaginarii , 
poiché queste non sono quantità. 
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Ora è evidente cLe un prodotto è uguale a aero , allor- 
cliè «no qualunque de' suoi fattori divien nullo ; si deve dun- 
que avere 


(« — o)(i -f a 4 . p) =0 . 
non solamente quando a; ~ a = 0 , il che dà 

x—a, 

ma ancora quando x a -j- p — 0 , da cui risulta . 

X = — a — p. 

Resta dunque provato che se a ò uno dei valori di x, —a—p 
sarà necessariamente I' altro. 

Questo risuUamenlo a’ accorda coi due valori compresi 
nella formola 


X = 



poiché prendendo per a il primo 




+ k' 


per esempio , si troverebbe per l' altro 

— a-p=+lp— ?+TP’ — q-\-\p\ 

il che è in effetti la seconda radice. 

Ritornerò io seguito sopra queste osservazioni le- quali 
contengono il germe della teorica generale delle equazioni di 
grado qualunque. 

117. La difficolta di mettere i problemi in equazione è 
per il secondo grado, ed in generalo per un grado qualunque, 
la stessa che pel primo , e consiste sempre nella maniera di 
sviluppare tutte le condizioni distinte , comprese nell'enuncia- 
to, e di esprimerle per mezzo di caratteri algebrici { n.” tk }. 
Le quistioni precedenti non offrivano alcuna difficoltà riguardo 
a ciò ; per altro sin dal primo grado si è dovuto acquistaro 
bastante esercizio ; non ostante questo risolverò alcune qui- 
stioni che daranno luogo a parecchio utili osservazioni. 
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Si sono imjiifgalì dut operai che guadagnano salarii dif- 
ferenti ; il primo essendo stato pagato al termine d' un certo nu- 
mero di giorni , ha ricevuto 96 fr. ed il secondo avendo lavo- 
rato sei giorni di meno , non ha avuto che Si fr. ; se questi 
avesse lavorato tutti i giorni , e l' altro avesse lavorato sei gior- 
ni di meno , ciascun (f essi avrebbe ricevuto la medesima som- 
ma : si domanda quanti giorni ciascuno ha lavorato , ed il 
prezzo della sua giornata. 

Questo problema , che a prima vista sembra contenere 
più incognite, si risolve facilmente con una sola incognita, per- 
chè le altre si esprimono immediatamente per mezzo di questa. 

Esprimendo con a; il numero dei giorni del lavoro del primo 
operaio, ^ . 6 sarà quello dei giorni del lavoro del secondo 


96 ^- 

— --- sarà il prezzo della giornata del primo operaio , 


• g quello della giornata del secondo ; 


se quest ultimo avesse lavorato per x giorni, avrebbe guadagnato 


, 51 

X X r. . ossia 

X — o 


X— 6 ’ 


ed il primo lavorando solamente .r — 6 giorni , non avreb- 
be avuto che 


/ 1 96 '»-. 6 ) 

(a? — 6) - , cioè 


X 


X 


l’ equazion del problema sarà dunque 
54® 96f«-6) 

X — tì X 


Bisogna dapprima mandar via i denominatori da questa 
equazione , e viene 


54x‘ = 96 (« — 6){ ® — 6 ) ; 


19 
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i numeri 51 o 96 essendo tulli e due divisibili per 6, questo 
risultemenlo si rende più semplice , o si trova 

9ar* = 16[« — 6)(ic — 6) . 

Si potrebbe preparare quest’ ultima equazione secondo la 
regola del n.° 108 , per poi risolverla ; ma questa regola non 
servendo che a facilitare l’ estrazion della radico da ciascun 
membro dell’ equazione proposta , si rendo inutile in questo 
caso , nel quale i duo membri si presentano sul bel principio 
sotto la forma di quadrati ; perchè è manifesto essere 9x* il 
quadrato di 3x , e 16 (* — 6 )(« -6) quello di t (* — 6): 
si avrà dunque a dirittura 


3« = ± 4 (* — 6) , 


donde risulta 


3x ss kx — 24 , X = 2i , 


3x = — 4® + 24 , 



Per la prima soluzione della quistione, il primo operaio ha 
lavorato per lo spazio di 24 giorni , ed ha guadagnato per con- 
96 ^^' 

seguenza -r v — , ovvero 4 fr. per giorno, mentre il secondo non 

54fr. 

ha lavorato che 18 giorni , ed ha guadagnato , cioè 
3fr. per giorno. 

La seconda soluzione corrisponde ad un' altra quistione 
numerica legata all’ equazione proposta d’ una maniera analo- 
ga a quella che ho fatto osservare nel n.° 111. 

118. Si rimellono ad un banchiere due cambiali ir^le sul- 
la stessa persona ; la prima di 550 franchi pagabile in sette 
mesi , la seconda di 720 franchi pagabile in quattro mesi ; ed 
egli dà in tutto una somma di 1200 franchi : si dimanda 
qual sia stato il frutto annuale secondo il quale queste cambiali 
sono state scontate. 

A fine di evitar lo frazioni nelle espressioni degl’ interes- 
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si per sette mesi e per quattro, rappresenterò con 12 * que'lo 
che produce annualmente una somma di 100 fiochi , e i 
teresse d’ un mese sarà allora ac. Ciò posto , il valor prese 
te della prima cambiale si otterrà facendo la proporsione 

100 + 7 * : 100 :: &50 ; 


il valore presente della seconda cambiale risulterà ancora dalla 
proporzione 

72000 

loo + • 100 -|- a 

Riunendo questi due valori , V equazione del problema sarà 


5S0_0^ 72000 

100 + 7a ^ 100 + «m: 

Potendosi i due membri dividere per 200, si ha 

275 360 ^ g. 

100 + 7a 100 + hx ' 

poi facendo sparire i denominatori, si troverà successivamente 
275(100 + 4®) + 360 (100 + 7«) = 6(100 + 7*)(100 + 4«), 
27500-fll00a;+ 36000 + 2320® = 60000 + 6600® + 168®\ 
il che si riduce a 

168®’ + 2980® = 3500 . 


6 dividendo tutto per 2 , si ottiene 

84*’ + 1490® = 1750 , 


il che dà Analmente 


1490 

®’^+ lir 


1750 
84 * 
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' Paragonando queata equazione alla forinola 


»‘ + P« *= ? . 


verià 


e r espretaiono 


U90 

S'* 


1750 

^ “ 8V ’ 


* = P ± f- +3 


il caogerà in 


X 


7W ^ • 745 1750 

84 - 84 . 84 ■*■ 84 ‘ 


Bisogna io primo luogo ridurre ad Una sola le frazioni com* 
prese sotto il radicale : si avrà 

745 . 745 + 1750 . 84 _ 702025 
84 . 84 ~ 84 . 84 ' 

ed osservando che il denominatore di questa frazione è iin 
quadrato perfetto , non resterà ad estrarre che la radice qua- 
drata dal iiiirneratore. Se si approssima ai millesimi , trove- 
raisi 837,869 per quella di 702025 ; e dandole il denoinina- 
tore 84 , i valori di x saranno 

_ 745 837.869 _ 92,869 

®-”8T+~84 8T~*- 

745 837.860 1582.869 

® “ 84 84 “ 84 ■ 

Il primo di questi valori è il solo che risolve la quistio- 
ne nel senso dell* enunciato di essa. Jhvìdendu il suo denomi- 
iialore per 12 , si ha ( Arit. 54 J 


12a; = 


92.869 

7 


13,267 , 
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sicché r interesse annuale è di Ir. 13,27 per 100. 

119. La quistione seguente è degna di particolare atten- 
zione per le circostanze che presenta l’espression dell’ incognita. 

Dividere un numero in due parti di cui t quadrati siano 
in un dato rapporto. 

Sia a il numero dato « 

m la ragione dei quadrati delle sue due parli , 

X una di queste parti ; 

I’ altra sarà a — x ; 

e per l’ enunciato della quistione si avrà I’ equazione 

X* 

(a — x)[a — x) *”* 

Si presentano due vie per risolverla : si può o prepararla 
per darle la forma x* px q , e poi risolverla col me- 
todo generale , o pure , profittando della riflessione facile a 
farai , che la frazione 


X' 

(a — x)[a — x] 

è un quadrato , perchè il suo numeratore ed il suo denomi- 
natore sono quadrati , conchiuderne subito 



±Kin , 


X =. ± (a — xìym. 


Aisolvendo separatamente le due equazioni di 
do comprese in questa forinola , cioè , 


primo gra- 


® = + (a - Jf) Km . 
x = - (a- x)ym. 


se ne otterrà 


a Km 
1 + Km 
— a Km 
1 — Km • 
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Per la prima soIuiìod& , la seconda parte del numero 
proposto è 


/) __ a + aj/ 'm — oKm a 

1 + Km "■ 1 + Km “ 1 + K»i * 

e le duo parti 


aK«n a 

1 1 + ym 

sono , -come il richiede T enunciato della quistione , e I’ una e 
1 altra minori del numero proposto. 

Per la seconda soluzione si ha 


a 4- a — aKw -f~ aKw a 

1 - Km ~ 1 - Km ~ 1 — Km ’ 

e le due parti sono allora 

aym _ a 

1 - Km t-Km • 

I loro segni essendo contrari , il numero a non è più , 
a parlar propriamente , la loro somma , ma la loro difT^renza. 

Allorché si fa m = 1 , vale a dire quando si suppone 
che i quadrati delle duo parti cercate siano eguali , si ha 

Km = 1 i 

la prima soluzione dà in questa ipotesi due parti uguali 


a 

2 


a 


’ 2 • 


risultamento evidente da sè . mentre la seconda soluzione dà 
due risultamenti infiniti (n.° 68) , cioè : 


— a — a a a 

___ o sia , ed o sià -jj , 
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come ^putito dovea cesere : imperocché due quantità disu* 
guali debbono di necessità essere riguardate come infiniUmcn- 
le grandi rispetto alia loro diflerenza , per poter supporre 
uguale air unità il rapporto dei loro quadrati. 

In fatti siano a; ed a; — a queste duo quantità : il rap- 
porto dei loro quadrati sarà 


«* 

— 2ax a* * 

e dividendo i due termini di questa (razione per essa di- 
verrà 


I-- + K 

X X 


ora è manifesto che quanto più il numero x sarà grande, tanto 

2<J £1* 

più le frazioni — , -, saranno piccole, e tanto più il rapporto 

di cui è parola si avvicinerà ad eguagliare , ovvero 1. 

120. Frattanto per paragonare il metodo generale all' an- 
damento die si è tenuto . si svilupperà l’ equazione 

x' 

{a — x)[a — ar) ‘ 


si avrà successivamente 


x' = m[a — x){a — ar) , 
x' = a' m — 9iamx mx’, 
x’ — iwx’ ~{-2amx — a'm , 
(1 — m)x*-f- 2amx = a’f» , 


-*+r 


2om 


a'm 


m 


X = 


tn 


e facendo 


P = 


2am 

1 — »i ’ 


a*m 

9 = 1 - m ' 
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la formala generale darà 



Questi valori di a sembrano molto dilTerenti da quelli che 
Mno stati trovati di sopra ; ciò non ostante essi vi si riduco* 
no , ed in queste riduzioni propriamente I’ esempio di cui mi 
sto occupando può essere utile per mostrare I* importanza 
delle trasformazioni che le diverse operazioni algebriche pro- 
ducono nelle espressioni delle quantità. 

Bisogna primieramente ridurre allo stesso denominatore le 
due frazioni comprese sotto il radicale , il che si effettuerà 
moltiplicando per 1 — mi due teroaini della seconda; e verrà 


a*m* o*m a’ m* + a* m (1 — m) 



(1 — m)(t — ffl) (1 — m)(l— mj 


Il denominatore essendo un quadrato , resterà solamente 
da estrarre la radice del numeratore , e si avrà 

f / g*m* o*m V^a m 

r (*— »») T “■ i_m ’ 

ma l’espressione V a’m può ancora rendersi più semplice. 

Egli è evidente che il quadrato d’ un prodotto si com- 
pone del prodotto dei quadrati di ciascun dei suoi fattori , 
perchè , esempligrazia , 

hcà X f>ed = 6*c’(f , 

p che per conseguenza la radice di 6V<{* non è altrà cosa che 
il prodotto delle radici b , e e d dei fattori b*, e* e cT. Appli- 
cando queste osservazioni al prodotto a’m, sì vede cho la sua 
radice ò il prodotto di a , radice di a*, per yin che è l’ in- 
dicazione della radice di m , ovvero che 

y^a‘m = m . 
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Da queste diverse trasforoiasluui seguo che 


ani a f/'iS 
1 — m ~1 — tn ' 


ovvero 


X 


— am aym 
i — m 


IE>3 


— am — a V^m 

X ss- — 

t — m 


Per semplici che siano queste espressioni , non sono an- 
cora quelle del numero precedente ; ed anche se si cerchi di 
verihcarle por il caso io cui m = 1 , esse divengono 


— - a -f a 0 

— a — a — 2a 
“ I -1 — ' 0 ' 

Si ritrova nella seconda espressione il simbolo doU' inGnito, 
come prccodenleinente, ma la prima presenta la forma indeter- 

niioata — di cui sonasi gii veduti esempi nei n.' 69 c 70 ; 

prima però di decidere sul suo valore cade qui in acconcio 
r esaminare se essa rientri per avventura nel caso del n.°70, 
cioè , se sia un fattor comune al numeratore e al denominato- 
re che si riouca a zero ueii' ipotesi di in = I. 



L’ espressione 


qm a Vm 

1 — m 


è la stessa che 


a(-— m-f-t^m) a( p'm — «i ) 


l — »i 


1 — m 


Si v»^e già che il numeratore non divien zero che pel 
fattore Km — m; bisogna adunque cercare se mai quest’ultimo 
avesse qualche failor comune col deoominalorc 1 — m. Per evi- 

W 
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tar r imbarazzo rlie potrebbe esver cagionato dal segno ra> 
dicale , pongo y^ih = n , e ne conchiudo , prendendo i qua* 
drali , m = n’ : ciò trasforma le quantità 


Km — m 

cJ 

1 — m 

n — rt’ 

C(1 

1 — n* 


ora n — n*z= n[l — n) cd l — n’=[l — n)/'l + n) (n.“34) ; 
rimettendo per « il suo valore |/'m , ai avrà 

m — m = (l — , 

1 — m = (1 - KmJ(l + Km ) , 
e per conseguenza 

a(|^m — m) a(l — y~m)ym a |/'fn 

l — m (l-T- I/"mj(l + ym) I -f- (/■ m ’ 

risultamento simile a quello del o.'’ 119. 

Si riduce dell’ istessa maniera il secondo valore di x, os- 
servando che 

~—oym—~otn — o(l -J“ Kn*)V"o» — ttyfn 

1 — m “ (1 — |/m)(l + Vm) ~ Y—ym ’ 
come nel n.® 119 (*). 

Non è difficile il vedere che avrei potuto evitare i radicali 
nel calcolo precedente, rappresentando con m' il rapporto dei 
quadrali delle due parti del numero proposto : allora m ne sa- 
rebbe stala la radice quadrata, la quale si piià sempre riguardare 
come cognita, allorché il suo quadrato è dato; ma non si sa- 


(*) L’esempio del quale ho trattato si a lungo , corrisponde ad 
nn problema risoluto da Clairaut nella sua Algebra, e di coi l'enun- 
ciato é questo : Trovar» iulla linea che uniiee due lumi qualunque, 
il punto ugualmente illuminalo da questi due lumi. Ho spogliato 
questo problema dalle circostanze fisiche , le quali sono estranee el- 
1’ oggetto di quest’ opera , e non possono che frastornare l’alteniione 
che richieggono le circostanze algebriche, osservabilissime in se stesse, 
e che per questa ragione ho sviluppate più che non l’aveva fatto 
Clairaut. 
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rebba da principio voduto il fine di un tal canj^iamento di 
dati , di cui gli algebristi fanno uso frequentemente per reti* 
dere più semplici i calcoli ; invito perciò il lettore a rifar la 
soluzione del problema , mettendo m* in luogo di m. 

DflC tBtrazion» della radice quadrala dalle quantilà 
algebriche. 

121. La questione precedente basta per indicare come bi- 
sogna condursi nella risoluzione delle questioni letterali . ed 
lia presentala una trasformazione die molto importa di bene 
osservare , quella , cioè , di 

a’n» io w (fac. 152) , 

poichò col mezzo di tale trasformazione si possono ridurre al 
minimo numero possibile i fattori contenuti sotto il radi- 
cale , e rendere cosi più semplice 1' estrazione della radice che 
resta da farsi. 

Questa trasformazione consiste , come si è veduto nel 
luogo citato , a prender eeparalamente la radice di tulli i fat- 
tori che eono quadrati , ed a scriver queste radici fuori del ra- 
dicale , come molliplicalori di questo radicale , sotto del quaU 
ti lasciano (alt quali sono • fattori che non tono quadrati. 

Questa regola suppone primieramente che si sappia cono- 
scere se una quantità algebrica sia un quadrato , ed in questo 
caso estrarne la radice ; ora per conoscer questo , bisogna di- 
stinguere le quantilà monomie dalle polinomio. 

122. Risulta evidentemente dalla regola degli esponenti 
nulla moltiplicazione . che la seconda potenza di una quantità 
qualunque ha un esponente doppio di quello di queeta quantità. 

Si ha , pur esempio , 

X “' = f o* X a* = a'*. o* X a’ s= o®, ec. 

Seguo (la ciò , che ogni fattore che i un quadrato , deve 
avere un esponente pari , e che et ottiene la radice di questo 
fasore scrivendo la sua lettera con un esponente uguale alla me- 
tà dell' esponente primittoo. 

Si ha cosi 

Ka* = a‘, ovvero a, = ec. 

Ili quanto ai fattori numerici , 1' estrazione delle loro ra- 
dici si esegue , quando ha luogo , con le regole precedente- 
mente date. 

Diclio quoste riflessioni , i fattori o" , 6^ , e* dell'eipret- 
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sono quadrati ; il numero 6 iè il quadrato di 8 ; dunque 1‘ esprei- 
Itone proposta estendo un prodotto di fattori quadrati , avrà per 
radice il prodotto delle radici di ciascuno di questi fattori (ni° 12 lj: 

0 per conseguenza 

V = 8a’6‘e.- 

123. Allorché questa circostansa non ha luogo , bisogna 
cercare di scomporre il prodotto proposto in due altri , di cui 
V uno non contenga che i fattori quadrati , e l' altro « fattori 
non quadrati ; epperù bisogna considerare a parie ciascuno di 
questi raltori. 

S a , per esempio , 

Si scorge facilmente che tra ì divisori del numero ?2 
vi sono quadrati perfetti , cioè , 4 , 9 c 36 : c prendendo il « 
rooggiorc si ha 


72 = 36 X 2‘ 

Il fattore a* essendo un quadralo , si mette da parte / 
passando in seguito al fattore 6 ’ , si considera che questo fat- 
tore non e quadrato i poìclié il numero 3 è dispari , ma che 
può scomporsi in due altri fattori 6 ' c è , di cui il primo è 
un quadrato , e si avrà 

ext b*.b ì 


sì vede ancora che 

c* es e*.e 5 

e sarebbe lo stesso di ogni altra lettera che avesse l‘ esponen- 
te dispari. Tutte queste scomposizioni danno 

12aW =3 36.2a^é’.éc^c; 
e ravvicinando i fattori quadrati ; viene 
36a’é’c< X 2frf. 
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Fiiialmcnle . prendendo la radice del primo prodotto ed 
indicando quella del secondo , si ha 


y Tla'b'c^ =t Oo’bc* V"'26c,‘ 

Ecco altri esempi ancora di simili riduzioni , preceduti dai 
calcoli che li mettono in evidenza : 

6.5 jrXàà 306 jry’aà 
— * 1 =— 2 > 

• % 

Éy ^ ' £^ì =3 aW g'w» 

r n' n ^ ^ n* ■“ 

^.(m‘+m») ss ^Vm* + mn . 

Relativamente al primo esempio bisogna osservare , che 
pud farsi nscire dal radicale il denominatore dello frazioni al- 
gebriche , rendendole un quadrato , alla guisa che è sialo in- 
segnato nm n. 10* per le frazioni numeriche. 

. *?. I''8ttarc dell’ cstiazioiie della radice quadrata 

dei polinomi. E importante il ricordarsi che nessun binomio 
e un quadrato perfetto , perchè o^ni monomio elevato a qua- 
drato non produce che un monomio, e che il quadrato di un 
binomio costa sempre di Ire parti (n.° 34J. 

Si cadrebbe in un errore grossolano prendendo per K a’-i-fc* 
il binomio o + » . benché a sia separatamente la radice di 
a , e 6 (molla di 6’ ; poiché il (piadrato di o + 6 , essendo 
® • conlieno di più il termine -f- 2o6, che non 

SI trova nell espressione a' 6’. 
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Sta dunque il trinuiuio 

24a’6'c + ma^c' + 9(y« ; 


a Goo di ritrovare in questa espresiiiunu K: tre parti che com- 
pongono il quadrato di un binomio , la ordino per rapporto ad 
uua dello suo lettore . alla lettera a , por esempio , e vioue 


16aV + 


Allora, qualunque sia la radice cercata, siipponeDiloIa or- 
dinala per rispetto alla stessa lettera a , il quadrato del suo 
primo termine deve necessariamente l'oriiiare il primo ter- 
mine 16a'c* della quantità proposta; il doppio prodotto del pri- 
mo termine della radice per il secondo deve dare il secondo ter- 
mino della quantità proposta ; ed in Gne il quadrato 

dell' ultimo termino della radice deve essere precisamente l'ul- 
timo termine 9à^ della quantità proposta. Dietro queste consi- 
derazioni , r operazione si disporrà come si vede qui sotto : 



•4- 24a’6’c -f- 9b« ' 
— 24a'6’c — 91)'' 


0 0 . 


Estraggo dapprima la radice quadrata daf primo termine 
16a'c* , ed il risultamento 4a’c (n.° 122] è il primo termina 
della radice , il quale si scrivo a dritta nell' istesso rigo della 
quantità proposta. 

Sottraggo da questa quantità il quadralo l6aV del primo 
termine 4a'c della radice ; e facendo la riduzione non restano 
che i duo termini 24a*6’c 96®. 

Il termine 2Zà‘b'c essendo il doppio prodotto del primo 
termine della radice 4o''c per il secondo , otterrò quest’ ulti- 
mo dividendo 24a’6^e per Sa'e , doppio di 4a'‘e, che si scrive 
al di sotto della radice ; il quoziente 36’ è il secondo termi- 
ne della radice. 

La radice è ora determioata ; ma perchè sia esatta , 
bisogna che il quadrato del secondo termine faccia 96®, ovvero 
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dio il doppio 6a’c del primo tonnine della radice , anmentato 
del secondo 3b' , e poi moHiplicato per lo stesso secondo ter- 
mine . riproduca i due aitimi termini del quadrato (n." 91] ; 
in conseguenza aitato ad 8o*e scrivo -)- 36^ , e moltiplico 
8a'e 36' per 3i’ ; il prodotto essendo tolto dai due ulti- 
mi termini della quantili proposta , non resta niente ; ed io 
conchindo che questa quantità è il quadrato di -f- Sb'. 

Egli à evidente che i medesimi ragionamenti e gli stessi 
modi di operare possono essere applicati a tutte le quanliti 
composto di tre termini. 

125. Allorché la quantità da cui si vuole estrarre la ra- 
dice ha più di tre termini , siffatta quantità non è più il qua- 
drato d’ un binomio ; ma supponendola il quadrato d' un tri- 
nomio m n -f- p, e rappresentando con l la somma m -f- » 
dei due primi termini di lui , questo trinomio si cangia in 
I -}- p , ed il suo quadrato diventa 

V + 2lp + p\ 

ove il quadrato P dei binomio m -4- n , essendo sviluppato , 
produrrebbe i termini m* 2mn -f- n*. Cosi , quando la 
quantità proposta sarà stata ordinata . il primo termine sari 
evidentemente il quadrato del primo termine della radice , ed 
il secondo conterrà il doppio prodotto del primo termine delta 
radice pel secondo di questa radice medesima ; si avrà dun- 
que quest* ultimo dividendo il secondo termine della quantità 
proposta per il doppio della radice del primo. Conoscendo al- 
lora i due primi termini della radico cercata . si completori 
il quadrato di questi duo termini , rappresentato qui da T , o 
togliendolo dalla quantità proposta . resterà 

21p + P* . 

quantità che contiene il doppio prodotto di 1 , 0 sia dei pri- 
mo binomio m -f- n , pel resto della radice , più il quadrato 
di questo resto , e fa per conseguenza vedere che bisogna 
operare con questo binomio , come si ò fatto col primo ter- 
mine m della radice. 

Vaglia r esempio della quantità 

6%a'be -J- 25a’è’ — 40a’6 + 16a< -f 64è*c’ — 80a6V ; 
la quale prima si ordini per rispetto alla lettera a, e poi si dispon- 
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ga r operazione come precedentemente : 


16o< •— 40a’6 + 25o’6* — SOot’c + QWc'lka*— 5a6-l-86 

+ W-Uf- 


— 16 a< 


<8a'— 

J8a’-1 


1. ® resto — Wa’ft + 25a*6* — 80ai*c -j- 646 V 

4-64a’6e 

4- 40a’6 — 2 Sa‘6* 

2. ® resto , • . . -1- 64a*6c — 80a6’c -j- 646’c* 

— 64a’6c 80a6*c — 646’c* 


Ci6 fatto , si estrapa la radice quadrata dal primo ter^ 
mine 16fl* , e si otterrà 4a* pel primo termino della radice 
cercata ; so ne formi il quadrato , il quale si tolga dalla quan- 
tità proposta. . . 

8i raddoppi il primo termine della radice , e si scriva 
al di sotto il risultamento 8d', per il quale si divida il termine 
40o^6 col quale principia il primo resto • si avrà cosi — 5a6 

{ lel secondo termine della radice » si scriva questo termine al- 
alo ad 8a’, si moltipllchi il tutto per questo secondo termine, 
e si tolga il risultamento dal resto sul quale si sta operando. 

IH questa maniera ò stato sottratto dalla quantità propo* 
sta il quadrato del binomio Va’ -» 5a6; il secondo resto non con- 
tenendo altro che il doppio prodotto di questo binomio pei terzo 
termine della radice, ed il quadrato di questo termine , si rad', 
doppi la quantità Va’ — 5a6, il che darà l’espressione 

8o’ — 10a6 , 

la quale si scriva al di sotto di 8a* — 5a6 , e si prenda per 
divisore del secondo resto : il primo termino del qiio/ienle , 
che è 86e . sarà il terzo termine delta radice. 

Questo termine si scriva pure allato ad 8a* — IOaà, e si 
moltiplichi il tutto per questo termine ; sì tolga il prodotto 
dal resto sul quale sì opera , il qual resto si troverà intera- 
mente distrutto ; la quantità proposta è dunque il quadrato di 

Vo’ — 5aò -4- 86c. 

Egli è tacile ora di estendere per quanto si vorrà l'ope- 
razione di cui abbiamo di sopra ragionato , la quale ò per- 
fettam> ulo simile a quella che è stata prescritta pei numeri, 
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Della formajioM dilli polente , i dell’ itlratione 
dille loro radici. 


126. L’ operazione aritmetica onde dipende la riaoliizio- 
ne delle equazioni del aecondo grado, e per mcrzo della quale 
si ritorca dal quadrato alla quantità che I' ha formato , ossia 
alla radice quadrata, non è che un caso particolare di un'al- 
tra operazione più generale, la qual serve a trovare un nume- 
ro di cui ti conosca una potenza qualunque. Ben si comprenda 
che questa operazione , la quale conduce ad un risultamento 
cui pur ò dato il nume di radice, aggiuntavi però l'indicazio- 
ne del grado, sendo inversa di quella che serve a trovare la 
potenza , non può esser dedotta che dall' esame delle circo- 
stanze di quest' ultima, come avviene nella divisione in ri- 
guardo alla moltiplicazione, colle quali operazioni questo sog- 
getto ha peraltro rapporti che si renderanno bentosto noti. 

Si perviene alle potenze dei numeri interi per mezzo del- 
la moltiplicazione ( n.° 2ii' j ed è chiaro che quelle dei frat- 
ti si formano elevando il loro numeraioro ed il loro denomi- 
natore alla potenza proposta ( n.° 96 ]. 

Reciprocamente la radice di una frazione , di qualunque 
grado essa sia , si ottiene prendendo quella del numeratore e 
quella del denominatore. 

L’uso dei simboli algebrici essendo comodissimo per espri- 
mere tutto ciò che riguarda la composizione e la scomposi- 
zione delle quantità, si procederà dapprima alla formazione delle 
potenze delle espressioni algebriche, giacché in riguardo a quel- 
le dei numeri, ciò che si ò detto nel n.° 2ì basterà per trovarle. 


21 
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J'avola d$ll$ 7 primt poltmt dei mmeri da I /ino a 9. 


r 

1 

2 

3 

■ 


6 

7 

8 

S 

- 

1 

4 

» 

16 

23 

36 

49 

64 

81 

- 

1 

8 

s 

64 

123 

216 

343 


729 

r 

1 

tu 

81 

266 

62S 

1296 

2401 

4096 

6561 

!»■ 

1 

32 

243 

1024 

3125 

7776 

16807 

32768 

59049 


1 

64 

729 

4096 

13625 

46656 

117649 

262144 

53144tj 

7* 

1 

oo 

2187 





2097152 

4782969 

1 


Ilo qui esposto questa tavola principalmente per dimo- 
strare con quanta rapidità s’accrescano le potenze dei nume- 
ri , a misura che diventano più elevato ; la quale osservazio- 
ne è importantissima in ciò die segue. Si vede in fatti che 
la settima potenza di 2 è già 128 , e che quella di 9 monta 
sino a ls7G‘2969. 

Si concepisce facilmente da ciò , come le potenze delle 
frazioni propriamente dette decrescano rapidissimamonte ; ciò 
accade perchè le potenze del denominatore diventano grandi di 
più in più relativamente a quelle del numeratore. 

La settima potenza di g , per esempio, non è > * 


quella di 1 è appena . 

127. Poiché nella formazione di un prodotto ciascuna let- 
tera deve avere per esponente la somma degli esponenti che 
essa ha in ciascuno dei fattori ( n.° 26 j , ne segue che fa 
potenza d' una quantità monomia ei forma moltiplicando V »• 
zponenlt di ciascun fattore per l'esponente di questa potenza. 

La terza potenza di a’ò’c , per esempio . si otterrà mol- 
tiplicando gli esponenti 2 , 3 ed 1 delle lettere a , b , e 
per 3 , esponente della potenza dimandata : si avrà a*àV ; 
•d in fatti questa potenza è la stessa cosa che 


«’b’c X X a*‘’f»’*V‘’ . 
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S« la quantità proposta avesse un coefficiente numerice, 
bisognerebbe elevare ancor questo coefficiente alla potenza 
proposta ; eosi la quarta potenza di 3a6V è 

Sia W" . 


perchè quella di 3 è 81. 

128. Riguardo ai segni onda le quantità monomie pos« 
sono essere aflette , bisogna osservare che ogni polenta il 
CUI tsponenlt è pari, ha il segno • * ^ès ogni potenza il cui 
esponente i dispari , ha lo stesso segno della quantità che l' ha 
formata. 

E in fatti le potenze di grado pari nascono dalla molti* 
plicaiìone d' un numero pari di fattori; e i segni — , combinati 
a 2 a 2 nella moltiplica, danno sempre al prodotto il seguo-f- 
( n.° 31 ). Al contrario, se il numero dei fatturi è dispari , 
il prodotto avrà il segno — quando i fattori ne saranno aflet* 
ti, perocché questo prodotto risulterà dal prodotto di un nu- 
mero pari di fattori, e per conseguenza positivo, moltiplicato 
per un fattore negativo. 

129. Per ritornare dalla potenza alla quantità che l'ha 
formata, o sia alla radice di lei, non si debbono che prenderò 
inversamente le regole dato qui sopra; cioè, dividere Vesponen- 
te di ciascuna lettera per quello che dinota il grado della radico 
che si vuole estrarre. 

Si troverà di questa maniera la radice cubica, ovvero la 
radice di terzo grado , dell' espressione a‘bV , dividendo per 
3 gli esponenti 6 , 9 e 3 , il che darà 

a'Ve. 

Allorché 1’ espressione proposta ha un coefficiente nume- 
rico. bisognerà prendere la radice anche di questo , per for- 
mare il coefficiente della quantità letterale che si ottiene con 
la regola precedente. 

Se si domandasse , per esempio , la radice quarta di 
81a^6®c’® , si vedrebbe , mediante la tavola del n.° 126, che 
81 è la quarta potenza di 3 ; e dividendo per W gli esponenti 
delle lettere, si avrebbe per risultamento 

Zah*c\ 

Nel caso che la radice del coefficiente numerico non po* 
tesse trovarsi col mezzo della tavola citata , li estrarrà «eà 
metodi che verremo appresso esponendo. 
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130. È co<a evidente che l'uitraziona delle radici non può 
effettuarsi sulla parte letterale dei monomi che quando ciascu- 
no degli esponenti è divisibile per quello della radice; nel caso 
contrario non si può che indicare T operazione aritmetica che 
bisognerà fare, quando si sostituiranno i numeri alle lettere. 

Ancora si fa uso per tale oggetto del segno ^ ; ma per 
dinotare il grado della radice , si inette 1' esponente come si 
-vede qui sotto nello espressioni 



delle quali la prima rappresenta la radice cubica, ossia la radice 
di teuo grado , di a , e la seconda la radice quinta di a'. 

Le espressioni affette dal segno ^ , di qualunque grado 
siano , possono spesso rendersi piò semplici facendo attenzione 
che , giusta il n.° 127 , una potenza qualunque di un prodot- 
to è formata dal prodotto della medesima potenza di ciascuno 
dei fattori, e che per conseguenza, la radice qualunque d’ un 
prodotto è formata dal prodotto delle radici dello stesso grado di 
ciascuno dei fattori di lui. Segue da quest' ultimo principio che 
se la quantità sottoposta al radicale ha fattori che siano potenze 
esatte dello stesso grado del radicale, si potranno separatamente 
prendere le radici di questi fattori , e moltiplicare il loro pro- 
dotto per la radice indicata degli altri fattori. 

Sia , pur esempio , 

s 

^ ffea’ò'c" i 

si vede che 

96 =32 X 3 = 2\3 . 

che è la quinta potenza di <t , 

che b' = 6® .6’ , 

che c" = c'®.e: 

SI ha per conseguenza 

96a®6''c" = X 3bV. 

Il primo fattore avendo per radice quinta la quantità 2abe', 
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si troverà che 

t 5 

= 2abe'y 'ÒU'c . 

131. 0(5t)i potenza pari dovendo avere il segno-}- (n." 128), 
nissuiia quantiià alTelta dal sej'iio — « può essere una potenza 
di grado pari , e per conseguenza le quantità affette dal se- 
gno — non possono aver radici di grado pari. Segue da ciò , 
che ogni radicale di grado pari , che comprende una guantifi 
negativa , è un' espressione immaginaria : . 

4 * 8 

y — a , y — a‘ , b -j- y — ab’’ , 

sono espressioni immaginarie. 

Non si potino adunque assegnare . sia esattamente , sia 
pei approssimazione . pei gradi di cui I’ esponente è pari, che 
te radici delle quantità positive ; e queste radici possono essere 
affette indifferentemente dal segno -}- o dal segno — , perchè 
ti nell’ uno e si nell'altro caso o'sse riproducono egualmente 
la qiiaiiiità proposta col segno -}• , e perchò s' ignora a qua- 
le delle due esse ajipartcngano. 

Non è lo stesso pei gradi dispari , nei quali lo potenza 
hanno 1' istesso segno delle loro radici (n.“ 128) ; si deve dare 
alle radici di questi gradi il segno dal quale la potenza i af- 
fetta ; ed in questo caso non si hanno espressioni immaginarie. 

132. Qui cade in acconcio I’ osservare che 1’ applicazione 
della regola data nel n.“ 129 per I’ estrazione delle radici dei 
monomi relativamente agli esponenti dei loro fattori , condu- 
ce naturalmente ad indicare con segni più comodi per il cal- 
colo, che non è il segno y ~' , le radici che non possono otte- 
nersi algebricamente. 

Allorché si domanda, per esempio, la radice terza di o*, 
bisogna , secondo la regola citala , dividero l'esponente 5 per 
3 : ma la divisione non potendo eseguirsi , conduce al numera 

frazionario ^ ; e la forma che prende allora 1' esponente del 

risultamento , indica che 1’ estrazion della radice non è pos- 
sibile nello stato attuale della quantità proposta : si debbono 
dunque riguardare le due espressioni 

, ed ^ 


come equivalenti. 


Digilized by Google 



E L B U B N T I 


166 

L’ullima espressione ha non pertanto sulla prima il vantag- 
gio di dare subito la scmplicizzazione della quale la quantità K 
e suscettibile ; perchè se si estraggono gl’ interi contenuti nella 
5 2 

frazione g- , si ha 1 + 5 - ; e riguardando questa somma co- 
ó O 

me l’esponente di un prodotto (n.° 35}, si vede che la quantità 

■i 1 -t-i. i 

o’ := o i ss a' X a‘ . 


è composta di duo fattori , dei quali il primo ò a, e l'altro ri- 
ducesi a . 

Si perverrebbe all'istesso risultamento operando sull’espres- 
sione Kò* col mezzo del n.° 130 . ma dall' esponente frazio- 
nario vi siamo condotti immediatamente : del resto in altre 
operazioni si avrà I’ occasione di riconoscere i vantaggi degli 
esponenti frazionari , e di giustificarne I uso. 

Per ora basta osservare che la divisione degli esponenti, 
quando può eseguirsi , corrisponde all' estrazion delle radici ; 
quando poi è indicata, si dee riguardare come il simbolo del- 
la medesima operazione , e conchiuderne cho lo espressioni 


Var , ed 


m 

n 

a 


SODO equivalenti. 

Ed ecco ancora che le convenzioni stabilite sulla maniera 
di esprimere le potenze conducono per analogia e per esten- 
sione a simboli speciali , in una guisa consimile a quella che 
nel n.° 37 ne guidò all' espressione a° = 1. 

133. Osservo in questa occasione che la regola degli espo- 
nenti relativa alla divisione (n.° 36), essendo applicata conforme- 
mente a quella dei segni relativa alla sottrazione (n.° 29) mano- 
duce aneli’ essa a nuove espressioni por una certa classe di 
[razioni. 

Infatti si ha dietro tali regola 


- 

o" 


.m>n , 
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ma le l' eipooentc n del denominatore supera I’ esponente m 
del numeratore , l’ esponente della lettera a nel secondo mem- 
bro sarà negativo. 

So , per esempio , m s= 2 , n = 3 , si avrà 


a’ 


= a' - » = o - ' ; 


ma d’ altra parte , semplicizzando la frazione ^ , si trova 
^ : le espressioni 


- ed a 

a 


sono adunque equivalenti- 

in generale per la regola degli esponenti si ha 


a" __ 




e d' altra parte 


a” 1 
a"-*-» a" ' 


dunque le espressioni 
a 


ed o""** 


sono equivalenti. 

In fatti il segno — che precede T esponente n , essendo 
preso nel senso del n.° 62 , mostra che I’ esponente proposto 
viene da una frazione il coi denominatore contiene n fattori a 

di pili del numeratore , il che equivale ad ^ ; si può dun- 
que , quando s' incontra una qualunque di queste espressioni, 
sostituirvi l’altra. 


Dietro 


a’6* 

questa osservazione , la quantità cooiide- 

c o 
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rata come 
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av X -Vx-4r 

e ci’ 

può essere posta sotto la forma 

à‘bh-^‘óT' ; 


cioè a dire , che luiìi i fallori del denominatore poitono etsere 
trasportali al numeratore, apponendo il segno — otìoro esponenti. 

Reciprocamente , allorché una quantità contiene fattori con 
esponenti negativi , questi panno trasportarsi nel denominatore , 
dando il segno ai loro esponenti; e quindi è elio la quantità 


diviene 


a'b> 

c’d‘ 

Della formazione delle potenze delle quantità 
complesse. 


13à. Comincerò daU'osservarc che le potenze delle quan- 
tità complesse s’ indicano racchiudendo queste quantità in una 
parentesi , alla quale si appone I' esponente della potenza. 

L’ espressione 

(àa’ — 2a6 + 56’)' . 

per esempio , dinota la terza potenza della quantità 
Va’ _ 2 o6 4- 56’. 

S' indicherebbe ancora questa potenza come qui sotto 
io’ — 2a6 + 56’ 

135. Le quantità binomie sono le più semplici dopo le mo- 
nomie; pur tuttavia se se ne volessero formare le potenze con Io 
moltiplicazioni successive, non si perverrebbe in tal modo che 
a risulta menti particolari per ciascuna potenza , come sono 
per la seconda e per la terza quelli che ho fatti notare nel 
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n.* 3^; si formerebbe questa tavola : 

(a a)* z= a’ -}" 2aa -f- a* , 

(a a)’ ss a’ 4" 3aa’ -j" 3a’a -f" • 

(a + fl)^ s= a‘ -J- kax^ 4", 6a’a* 4~ 4a’a -f* «*. 

ec. , 

ma non si comprenderebbe facilmente la legge dei coefReienti 
numerici di questi risultamenti. 

Considerando I’ andamento della moltiplicazione , si cono- 
scerà che i coefficienti numerici nascono dalle riduzioni ca* 
gionate dall’ uguaglianza dei fattori che formano la potenza, e 
che impedendo queste riduzioni , la composizione dei prodot- 
ti si renderà più manifesta. 

Por ottener questo vantaggio , basterà far diiferenti tat- 
ti i secondi termini dei binomi che si moltiplicano , cioè ba- 
sterà , per esempio . prendere 

* 4" o.' a: -4* 6, X e, x d, ec. 

Eseguendo le moltiplicazioni che or ora verremo indican- 
do , e situando in una medesima colonna i termini aflctti dal- 
la stessa potenza di x , sarà facile trovare che 

(a: -4- a){x 4* *>)=*’ 4" 4* t 

-f- bx 

(x 4- «)(^ 4" 4~ c)= 4“ 4" 4* * 

4 4" 

4- ex' 4" ^ex 

(x4* ®)(*4' ^)(® 4" ®)(® 4* 4"®*’ 4" o^x'-^abex-{-abcd. 

4“ bx' -4" acx*4'®^<*® 

4- ex' 4" ttdx'-\-aedx 
4 - dx' 4" bex'-\-bcdx 
bdx' 

4 - edx'. 

Senza portare più oltre questi prodotti , puà già ravvi- 
sarsi la legge della loro formazione. 

Concependo che tutti i termini aflìetti dalla stessa potenza 
di X , e situati nella stessa colonna non ne formino che un 

22 
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solo, come , esempligraiia . 

ax' -f- 6®’ + ea’ + sa (a ^ 4* ® “f* ‘^)®’ » 

e cosi doali altri . ...... 

1. ° Si trova •« ciascun prodotto «n termine di piu che non 
sonovi unità nel numero dei suoi fallori ; 

2. ° L'esponente di l nel primo termine è h stesso che il 

numero dei fattori , e va diminuendo di un' unità da un termi- 
ne al seguetue ; . » . , 

3. “ La più alta potenza di x non ha per f nesciente che l'u- 
nità ; quella che la segue , ovvero che ha un unità di meno nel 
S'to esponente . i moltiplicata per la somma dei secondi termini 
dei binomi; quella che ha due unità di meno nel suo esponente, è 
moltiplicala per la somma dei diversi prodotti che si ottengono 
moltipllcando a due a due i secondi termini dei binomi ; quella 
che ha tre unità di meno nel suo esponente, è moltiplicata per la 
somma dei diversi prodotti che si ottengono mollipUeando a tre 
a tre i secondi termini dei binomi , e co.«i di seguito ; in (ine 
nell' ultimo termine i esponente di x , essendo considerato come 
uguale a zero (n.°37j . si trova composto del più alto esponen- 
te . diminuito di tante unità quante ve ne hanno nel numero 
dei fattori , e questo termine contiene il prodotto di tutti i se- 
condi termini dei binomi. 

Si scorge facilmente che la forma di questi prodotti dee 
restar sottomeAsa alla stessa legge , qualunque sia il numero 
dei fattori ; ciò non per tanto so ne può avere ancora una 
pruova più rigorosa dell’ analogia. 

136. In primo luogo è evidente che ogni prodotto di que- 
sta specie deve contenere le potenze successive di x, da quel- 
la che ha per esponente il numero dei fattori che si sono 
moltiplicati , fino a quella che ha per esponente zero. Per 
indicare generalmente il risultamenlo , s’ indicherà questo nu- 
mero con la lettera m ; le potenze successive di x saranno 
allora rappresentate da 

x” , , af""”* , ec. , 

si metteranno le lettere A, B, C, ¥ in cambio delle 

a iiaotilà che debbono moltiplicarle , a partire da ma 

numero dei termini , il quale dipende dai valori particolari 
dati all'esponente m , restando indeterminato fino a che non 
si fissa questo esponente , non si possono scrivere che i pri- 
mi e gli ultimi termini dell’ espressione . e s’ indicano con una 
serie di punti i termini intermedii che sono sottintesi. 
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P«tr tal modo la forinola 

a” + .4®""' + -f + r 

rappresenta il prodotto di un numero qualunque m di fattori 

* + c, X + à , ec. 

Se questo prodotto rion moltiplicalo per un nuovo fattore 
X + f , verrà 

*"+« + ^ Bx"^' + Car"*** ( 

+ Ix” 4-/B®"— -flF> ■ 

Egli è evidente 1.® che se A è la somma degli m se- 
condi termini a , b , c , d , eo. , A ^ quella di rn 

+ 1 secondi termini a , b , e , d , ec.. l , e che per con- 

seguenza la composizione assegnata a questo coefficiente sarà 
vera pel prodotto del grado m 1 , se è vera per quello 
del grado m. 

2. ® Se B è la somma dei prodotti delle m quantità a . 

b , c , d , ec. prose a due a due , B lÀ esprimerà quella 

dei prodotti di m -4- 1 quantità a, b,e, d, ec., t, prese ancora 
a due a due ; poiché essendo A la somma delle prime , lA 
sarà quella dei loro prodotti con la nuova quantità introdotta 
li dunque la composizione assegnata sarà vera pel grado m-j-i, 
se essa è vera pel grado m, 

3. ® Se <7 è la somma dei prodotti dello m quantità a , 

6 , c , d , oc., prese a tre a tre , C IB sarà quella dof 

prodotti di »» -f- 1 quantità a, b , c, d, ec., l , prese pur» 
a tre a tre, poiché IB, per ciò che precede, esprimerà la somma 
dei prodotti delle prime, prese a due a due , moltiplicale per la 
nuova quantità introdotta l : dunque la composizione assegnata 
sarà vera pel grado n» 1 , se ossa ha luogo pel gradoni. 
Si vede che questa maniera di ragionare si estende a tutti 
i termini . e che I’ ultimo lY sarà il prodotto degli m I 
secondi termini. 

Le osservazioni enunciate nel n.®135 essendo vere , per 
esempio , pel quarto grado , saran vere altresì , secondo ci& 
che si é dimostrato , per il quinto , per il sesto ; ed elevan- 
doci cosi di grado in grado , esse saranno provate in generale. 

Segue da ciò , che il prodotto di un numero qualunque m 
di fattori binomi a -j- a, x b, a: -j- e, ® -4- d, ec. 
essendo rappresentato da 

X” -I- -j- B®»"* 4- Cx””^ 4- ec. , 

A sarà sempre la somma della m lettere a , b , e , ee.» 
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S quella dei prodotti di queste quantità prese a due a due . 

C quella dei prodotti di queste quantità prese a tre a tre , e 

cosi di S6{(UÌl0. 

Per racchiudere la legge di questa espressione in un solo 
termine , ne considererò uno situato in un posto indetermina* 
to , e che , per questa ragione . rappresenterò con . 

Questo termine sarà il secondo , se si fa n = 1 ; il ter- 
zo se si fa n = 2 ; r undeoimo , se si fa n = 10 , ec. Nel 

primo caso la lettera N sarà le somma dello m lettere a , b , 
c , ec.; nel secondo , quella dei loro prodotti a due a due ; 
nel terzo , quella dei loro prodotti a dicci a dieci ; od in ge- 
neralo quella dei loro prodotti ad n ad n. 

137. Per cangiare i prodotti 


nelle potenze di a; 

(x-fa)’, (x-f-a)’, (x + a/, ec,, 

basterà fare negli sviluppi di questi prodotti 

assb, as=ò = c, a = ò = c=si, ec. 

Tutte le quantità che moltiplicano una medesima potenza 
di X, diverranno allora eguali tra loro: cosi il coefliciento del 
secondo termine , che nel prodotto 

(x + o)[x b){x -f- e){x d) è a-fò-f-e-j-d, 

si muterà in ha ; quello del terzo termine , che nello stesso 
prodotto è 

nò -f- ac + od -f- 6c -f" 6d “{“ ctl , 


diverrà 6a*; e da ciò è facile accorgersi chu i corfllcienti delle 
diverse potenze di x si cangeraiiiio in una sula potenza di a, 
ripetuta tante volle quanti sono i termini , ed indicala dal nu- 
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mero dei fattori contenuti da questi termini. Cosi il coefll' 
ciente iV , che moltiplica la potenza x""” nello sviluppo 
generale , sarà la potenza n di a , ovvero an , ripetuta tante 
volte quanti sono i prodotti diflercnti che possono formarsi 
prendendo di tutte le maniere possibili un numero rr di lettere 
sopra un numero m; alla ricerca dunque del numero di questi 
prodotti si è ridotta quella del coefficiente del termine sfletto 
da . 

138. Per giungere allo scoprimento del numero di cui si 
tratta , bisogna in primo luogo distinguere le disposizioni ov- 
vero permutazioni dai prodotti ovvero combinazioni. 

Due lettere a e b non danno che un solo prodotto , ma 
sono suscettibili di due disposizioni ab e bai tre lettere a, b, c, 
le quali non danno che un solo prodotto « sono suscettibili di 
sei disposizioni ( n.° 88 ) , o cosi di seguito. 

Per fissar le idee , suppongo che sì abbiano in tutto 9 
lettere 


Oi b , c, d, «, f > 9 , h , i, 

e che si tratti di disporle a 7 a 7 è evidente che scegliendo 
ad arbitrio una disposizione di sei di queste lettere , per 
esempio , abedef , vi sì potrà successivamente aggiungere cia- 
scuna delle tre rimanenti lettere ^ , A ed t . e si avranno la 
questo modo tre disposizioni di 7 lettere , cioè : 

abedefg , abedefh , abedefi . 

Ciò che ora ho detto sopra una disposizione particolare 
di sei lettere , converrà egualmente a tutte le altre ; c se ne 
dovrà conchiudere che ciascuna di sposizione di sei lettere no 
darà tre di sette lettere , cioè , tante , quante sono lo lettere 
che non vi sono siate adoperate. Dunque , se il numero delle 
disposizioni di sei lettere è rappresentalo da P, si avrà quello 
dello .disposizioni di sette lettere moltiplicando P per 3 ovvero 
per 9 — 6. Surrogando m ed n ai numeri 9 e 7 , e riguar- 
dando P come il numero delle disposizioni di cui sono su- 
scettibili m lettere prese ad n — 1 per volta , il ragionamento 
rimarrà Io stesso , e si avrà ancora pel numero delle disposi- 
zioni composte da n lettere, preso in tutto le maniere possibili 
sopra m lettere 

/*[m — (f» — 1)] , ossia P{m — n -j- 1) . 


Digitized by Coogk 



ilk. KLBHBMTI 

Questa foriuola racchiude ioiplicilamenle lutti i casi par- 
ticolari. Per dedurne , a cagion d' esempio . il numero delle 
disposizioni di m lettere prese a due a due , si fjrà n = 2, 
il che darà 

!• — 1 = 1 ; 

si avrà inoltre 

P =s «n , 

perchè P eguaglierà allora il numero delle lettere prese ad una 
ad ,una : da queste considerazioni emergerà dunque 

fn(m — 2-^1) ovvero »n(m — 1) . 

Facendo in seguilo 

P=wi(m— 1), ed n = 3, 

si troverà per il numero delle disposizioni di cui sono luicet* 
libili m lettere prese a 3 a 3, 

m(m — l)(m — 3 + 1) = m(m — l)(m — 2). 

Facendo 


P =: m(«i — l)(m — 2) , ed 
si otterrà 

m(m — l)(m — 2)(m — 3) 

per il numero delle disposizioni di m lettere prese a llr a E 
procedendo allo stesso modo sì calcoleranno di mano in ma- 
no te espressioni del numero delle disposizioni formate da 
quante lettere si vorrà (*). 

(*) In quesle disposizioni si sono esclose le ripetizioni della stes- 
sa lettera , come cose estranee alla ricerca che ci occapa^ ; ma la 
teorica delle permutazioni e delle combinazioni, servendo di base al 
Calcolo delle probabilità , presenta alcune quistioni ove qoesta circo- 
stanza può aver luogo. Per calcolarne l’effetto, Bell’OMmpio di col 
mi son servilo, basterà osservare che può scriversi indifferentemente 
ciascuna delle 9 lettere a, b, e, d, e,f, g, h, i, appresso al prodotto 
ahedtf di sei lettere. Chiamando dunque P il numero delle disposi- 
zioni di questa specie , si avrà PX9 per il numero delle disposizio- 
ni di 7 teucre. Per la stessa ragione , se P rappresenta il nomerò 
delle disposizioni di m lettere prese ad r» — 1 ad n — 1 > quello delle 
disposizioni ad n ad n sarà Pm 

Ciò posto , il nomerà delle disposizioni di m lettere prese ad 1 
ad 1 essendo evidentemente m, quello delle disposizioni a2a 2 sarà 
i»Xm, ovvero tn* ; quello delle disposizioni a 3a3 sarà 
ovvero m ; ed io fioe m" esprimerà il numero delle disposizioni ad 
n ad n. 
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>139. Per passare adesso dal numero delle dispoaizioni di 
n lettere , prese in tutti i modi sopra m lettere , a quel- 
lo dei prodotti differenti , è necessario conoscere il nume- 
ro dello disposizioni di cui uno stesso prodotto è suscet- 
tibile. A tal uopo si osserverè , che se in ima qualun- 
que di queste disposizioni si stabilisce una dello lettere al 
primo posto , tra tutte le altre si potranno fare tanta permu- 
tazioni- • quante ne comporta un prodotto di ti — 1 lettere. 
Prendo per esempio il prodotto abedefg composto di 7 lettere; 
lasciando a nel primo posto , si può scrivere questo prodotto 
in tanti modi diversi , quante sono le disposizioni del prodot- 
to delle sei lettere bedefg ; ma ciascuna lettera del prodotto 
proposto può essere scriita nel primo posto : dunque , chia- 
mando Q il numero delle disposizioni di cui è suscettibile un 
prodotto di. 6 lettere . si avrà Q X ^ per quello delle di- 
sposizioni d’un prodotto composto di 7 lettere. Da ciò seguo 
che , rappresentando con Q il numero delle disposizioni date 
da un prodotto di n — 1 lettere , Qn dinoterà il numero 
delle disposizioni di un prodotto di n lettere. 

Tutti i casi particolari si deducono senza pena da questa 
formola ; poiché , facendo n = 2 , ed osservando che quan- 
do non v' ha che una sola lettera , ^ 1 , emerge 1 X ^ 

=: 2 per il numero delle disposizioni d' un prodotto di duo 
lettere ; prendendo in seguito ^ = 1 X2, edn = 3.ai 
avrà 1 X 2 X 3 = 6 pel numero delle disposizioni d’ un 
prodotto di 3 lettere ; facendo inoltre C) = 1 X 2 X 3 . 
ed n =: 4 , ne risulteranno 1 X 2 X 3 X » ovvero 2i 
disposizioni possibili in un prodotto di A lettere , e cosi di 
seguito. 

140. Sendo stato ben compreso ciò che precede, è facile 
vedere che dividendo il numero totale delle disposizioni di n let- 
tere, dato dalle m lettere proposte, per il numero delle disposi- 
zioni di cui è suscettibile uno stesso prodotto , si avrà per 
quoziente il numero dei prodotti differenti che si possono for- 
mare prendendo di tutte le maniere possibili n fattori tra 

J ueste m lettere. Tal numero sarà dunque espresso da 

HjII ^ I I V 

— (*) ; 0 secondo ciò che si è dimostrato nel 

Qn 

(') È a proposito l’osservare che facendovi saccessivameote 


la formola 
tn(m — I). 
1.2 ’ 


» = 2 . 

P{ m — n •(. 1 ) 


3 , 


n = i, 


ec 


diventa 

mfm— l)(m— 2 ) 
1 . 2.3 


»(m— 1 )(«— - 2 )(m— - 3 ) 
~ 1 . 2 . 3 .4 


ec.> 
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n.“ 137, sarà il termine affetto da 

Qn 

«"*”'* nello aviluppamento di (af + a)" . 

Egli è evidente frattanto che il termine che precede quesl'ul- 

P 

timo sarà espresso da — , perchè risalendo 

verso il primo termine, 1’ esponente di x aumenta di un uni- 
tà , e quello di a diminuisce d'altrettanto ; di pù P e Q 
sono te quantità relative al iiumero n — 1. 

p 

141. So si fa — = A# , i due termini consecutivi testé in- 
dicati diverranno 


Afa»*-' cd Lt-ll n***"-'* , 

n 


risultamenti che mostrano corno ciaschedun termine dello svi- 
luppo di (« “t- a )"* si formi con quello che lo precede. 

Partendo dal primo termine , che è a:"' , si perviene al 
secondo facendo n = 1 ; si ha pure Af = 1 . poiché x” 
non ha per coefficiente che I' unità ; il secondo termine sarà 

dunque , ovvero . 


Per passare al terzo termino, si farà M = cd fi=2, il che 
darà ^~'»**"'** • si ottiene con la suppo- 
sizione di iif rs e di n c= 3 , la quale conduce 

ad ~7.j) /■*/«'"— 3 , e cosi di seguito , il che pro- 

1,2.3 


nmaeri che esprimono rlspeltivamente quante combinazioni possono 
farsi con un nomerò qualunque m di cose, prendendole a due a due, 
0 a tre a tr$, 0 a quattro a quattro , ec- 
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{x+ o)” = ar" -f “ fla:*"" + 
^ 1.2.3 


m[m — 1 ) 

l . 2 

+ cc. , 


a'x"' 


}a quale tradotta in linguaggio ordinario , dà luogo alla rego- 
la seguente : 

Per pasture da un termine a quello che lo segue , si mol- 
tiplichi il coefliciente numerico per l’ esponente di x nel primo ; 
si divida pel numero che dinota il posto di questo termine ; si 
aumenti di un' unità 1' esponente di a , e ti diminuisca d' al- 
trettanto quello di x. 

Quantunque non possa fissarsi il minierò dei termini di 
questa formola se non che assegnando un valor particolare 
ad m , pure non dee ora restare alcun dubbio sulla legge se- 
guita dai termini di essa , per quanto lontani si suppongano 
dal primo ; e si vede che 

m(m — l)(m — 2) . . . . (m — « 1) 

^ Il — ■ II. ■ I , a W *• 

1.2.3 .... n 


esprime il termine che ne ha n avanti di sè. 

Quesl’ultima formola si chiama il termine generale della serie 

„ . n* — • ’»»['« — 1) . ... 
x”-\-—ax” ‘ " -f ec. , 

perchè facendo successivamente 

n = l, n = 2, n = 3, ec. , 


essa dà tutti i termini di questa serie. 

Iii2. Applichiamo ora la regola del numero precedente 
alla formazione dello sviluppo di (a; -f- af- Il prime termine 
essendo 


x% o sia (n.“ 37), 

il secondo sarà 

— o X’ , ovvero oaar' . 

23 
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il terzo 
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ovTcro 


il quarto 
il quinto 
il sesto 


10 X 3 , , 


^ X 


cioè 


vale a dire 

* 


ossia 


lOa’a:’ , 
lOa'a’ . 
Sa'*» , 

a' . 


Lo sviluppo si arresta qui , poiché por passare al termi- 
no seguente , bisognerebbe moltiplicare per I' esponente di a 
nel sesto termine : ora questo esponente è zero. 

La medesima conseguenza pure si sarebbe ricavata dalla 
formola ; giacché il settimo termine avendo per coenicieute 
numerico 


(m — l)(w» — 2](m — 3)(m — 4.)(m — 5) 

TTYTTTTTTTo ’ 

contiene nel caso attuale il fattore m — 5, che diventa 3 — 5 
ossia o ; e questo medesimo fattore entrando noi termini 
che vengono appresso , li rendo tutti nulli. 

Riunendo intanto i termini precedentemente ottenuti, emergo 

[X + a)5 = «’ + 5a»< -f lOa’»’ + lOa’»* + 5a*x + a^ 

11^3. Si dedurrebbe in generale dalla formola del n.° 141 
lo sviluppo di una potenza qualunque di un binomio qualun- 
que. Se si avesse , per esempio . a formare la sesta potenza 
di 2x* — 3a^ , basterebbe sostituire nella formola alle po- 
tenze di » e di a quelle di 2»’ e di — Sa* rispettivamente; 
poiché se si facesse 

2»’ = »' e — Sa’ = o' , 
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SÌ avrebbe 

(2®’ — 5a’)" = (a^ + a')« =i + 6a'®'= + 15o'*«'‘ 

+ 20o”®” + 15a'<«'’ 

+ 6a'V 4- a"-' (o.»141), 

e non resterebbe che a sostituire in luogo di a/ o di a' la 
quantità da questo lettere rappresentate. Si troverebbe 

(2®’)s + 6(-5a») {2®’)== + 15(-5a’)' (2a;’)< 

4- 20{— 5o*)> (2«’)> + 15(-5o’)^ (2a!’)* 

4- 6(-5o 5)5 (2a;’) 4“ (— 8»’)® . 


ovvero 


6ix’* — 960a’»'* 4- 6000a«®“ 

— 20000a«x» 4- 37500o‘V 
— 375C0a‘='a’ 4- 15625a‘« . 

I termini di questo sviluppo sono alternativamente posi- 
tivi e negativi ; ed è manifesto che avverrà sempre lo stes- 
so , tutte le volte che il secondo termine del binomio propo- 
sto avrà il segno — . 

ikk. Si suol preparare la formula del n.“ 141 di una 
maniera che ne faciliti 1’ applicazione nei casi analoghi al pre- 
cedente. 

Osservando che 


X 




a" ’ = —, , 


ec., 


essa può essere scritta cosi 

tn a 
1 X 


X” 
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il eliti «i riduce a 


I + - - 4_ — 1 \ a* 

^ ~ i X 1.2 X* 

, f»:»»— l)fm ^2) a’ . I 

+ ~ i.a.a P +“ i • 

isolando il fatore comune a"‘. Per calcolare |.er mo«o di 
quesla lormola , bisognerà formare la serie dei numeri 


m m — 1 
1 • — 2~ 


m — 2 


m — 3 
■4 


ec. 


molliplicare in principio il primo per la frazione ^ . poi il 

X 

rùullamento pel secondo . ed anche per la frazione poi an- 

X 

cara il risuUamento pel terzo , e per la frazione - , e cosi di 

«ijuifo ; riunire lutti questi termini , aggiungere l luità , ed 
‘i tutto pH fattore x”' . 

eli eseu)pioJ2x^_3a^]« bisogna scrivere (2as^)® in luo- 
go di a:”* , e — in vece di ^ . Lascerò al lettore la cu- 
ra di elToltuare il calcolo (*). 

li facilmente lo sviluppo di una potenza d’un 

binomio, come 

dimostrerò formando la terza potenza del trinomio o 6 -f c. 
Pongo dapprima 6 -f. c == m . ed ottengo 

(a + 6 + c)3 = (a + = a’ + 3a’m -f 3am*+m^ ; 

mettendo in seguito per »» il binomio ò -f c da essa rappre- 


dell-MDonenTm® «li (*4-0» conviene a lutti i valori 

nenie fesse frazinna • *' egnalmenle al caso in cui quest’espo- 

aui issil A a, TT ’ " Pfopfieià . che è impor- 

auiissiina , ó dimostrata nel Complemento di questo Trattalo. ^ 
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tentato , avrò 

( a + 6 + c)’ = 4- 3a’(ò + c) + 3a (i + c)* + (5 + c)^ 

Non resta ora che a sviluppare le potenze del binomio 
o + c , e ad eseguire sopra queste potenze le moltiplicazioni 
indicate , il che darà 


a' -f 3a’6 + 3a6* + 6 * 

4" 3fl*c 4“ 3&*c 

4- 3ac’ -f 3frc* 

+ c’. 

Dell estrazione delle radici dalle quantità compleese. 

146. Avendo esposta la composiaioue delle potenze della 
quantità complesse , passo ora a trattare dell’estrazione delle 
loro radici , cominciando dalla radice cubica dei numeri. 

Per eseguire 1’ estrazione della radice cubica dei nume- 
ri , bisogna innanzi tratto conoscere i cubi dei numeri d' una 
sola cifra ; questi si troveranno nella seconda linea della se- 
guente tavola : 


123456789 

1 8 27 64 125 216 343 512 729 ; 

e siccome 1000 è il cubo di 10 , cosi è manifesto che qua- 
lunque numero di tre cifro non contiene che il cubo d’ un nu- 
mero di una sola cifra. 

La formazione del cubo d’ un numero di duo cifre si ef- 
fettua d' una .maniera analoga a quella del quadrato ; poiché 
scomponendo questo numero in decine ed unità , e poscia di- 
notando lo prime con a e le seconde con b , risulta 


(a 4- li)» = a’ 4- 3a*6 + 3a6* 4 - 6 » , 

il che mostra che il cubo , 0 sia la terza potenza d‘ un «u- 
mero composto di decine e di unità , contiene quattro parti 
ctoi : t| cu 6 o delle decine , tre volte il quadrato deUe decine 
molttpltcato per le unità . tre volte le decine moltiplicate pel 
quadralo delle unità , ed in fine il cubo delle unità. ^ 

Sia 47 il nuuieoo di cui si cerca la terza potenza; facen- 
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do a = 4 decioo , ovvero 40 , o 4 = 7 unità . si troverà 

o’ = 64000 
3o'à = 33600 
3o6’ = 5880 
6’ = 343 

Totale 103823 '= 47 X 47 X 47. 

Per rilornaro ora dal cubo 103823 alla sua radice 47 , 
ai osserverà dapprima che 64000 , cubo delle 4 decine , non 
ha cifre signifieative d' un ordino inferiore alle migliaia; si può 
dun(]iie , nella ricerca del cubo delle decine , fare astrazione 
dulie centinaia, dalle decine e dallo unità del nunroro 103823. 
Dopo queste considerazioni, disponendo Topi razione óome 
per l'estrazione della radice quadrata , si separeranno le 
tre prrime cifio sulla dritta con una virgola ; allora il massima 
cubo contenuto in 103 sarà quello delle decine. 103,823 
Si vedrà poi mediante la tavola precedente che 64 

questo cubo è 64 , la cui radice è 4 ; si porrà 

dunque 4 nel luogo assegnato alla radice. Si to- 398,23 
glierà in seguito €4 da 103 , ed a Ganco al resto 39 si ab- 
basseranno lo tre ultime cifre. 

Il resto totale 39823 conterrà ancora tre parti del cubo , 
cioè , tre volte il quadrato delle decine moltiplicato per le 
unità , ovvero Zà'b , tre volte le decine moltiplicate pel qua- 
drato delle unità, ovvero 3a6* , ed il cubo delle unità , o sia 
W. Se si avesse il valore del prodotto 3a*è , siccome già si 
conoscono le decine a , dividendo questo prodotto pur 3a’, si 
otterrebbero le unità h ; ma quantunque non conoscasi Za^b , 
&i sa non pertanto che questo prodotto non deve avere alcuna 
cifra signiGcativa di un ordine inferiore alle centinaia , pe- 
rocché esso contiene il fattore a' che esprime il quadrato del- 
le decine : tal prodotto non può dunque trovarsi che nella 
parte 398 che resta del numero 39823 , dopo di averne sepa- 
rale le decine e le unità , parto che contiene inoltre le cen- 
tinaia clic provengono dal prodotto 3aà' delle decine pel qua- 
drato delle unità , e dal cubo 6^ delle unità. 

Dividendo 398 per 48 , che esprime , nell'esempio propo- 
sto , il triplo quadrato delle decine 3a* , ovvero 3 X 
troverà per quoziente 8 ; ma ciò che precede dimostra che 
non deve adottarsi questa cifra per le unità della rcd'ce cer- 
cata senza averla prima veriGcata, e ciò si fa formando lo tre 
parti del cubo che debbono esser contenute nel resto 39823. 


48 
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Facendo 6 = 8 , si trova 

3a‘6 = 38400 
3a6’ = 7680 
6’ = 312 

Totale 46592 ; 

e questo risultamento superando 39823 , fa vedere che biso- 
gna diminuire il numero 8 preso per le unitè. Saggiando 7 
della stessa maniera , si vedrà che esso soddisfa alle condi- 
zioni , e che per conseguenza 47 è la radice dimandata. 

In vece di fare la verihcazione che ho adoperata , si pre- 
ferisce d' ordinario di elevare immediatamente a cubo il nu- 
mero che è espresso dalle due cifre trovale , moltiplicandolo 
pel suo quadrato. Operando in questa maniera sopra 48 , si 
troverà 

48 X 48 X 48 = 110592 . 

e questo numero essendo maggiore del proposto 103823, mo- 
stra pure che la cifra 8 è troppo grande. 

147. Ciò cho si è fatto nel precedente esempio dovrà 
eseguirsi sopra tutti ì numeri espressi da più di tre cifre , o 
meno di 7. Avendo separate le tre prime verso la dritta , si 
cercherà il massimo cubo contenuto nella parto che resta a 
sinistra ; si porterà la sua radice al luogo cho 1' è destinato ; 
si toglierà questo cubo dalla parte del numero proposto sulla 
quale si è operato ; a fianco al resto si abbasseranno le tro 
ultime cifre ; si separeranno le decine e lo unità , e sì divi- 
derà ciò che rosta a sinistra pel triplo del quadrato delle de- 
cine trovate : ma prima di scrivere il quoziente alla radice , 
lo si veriBcherà . elevando a cubo il numero espresso da que- 
sta cifra unita alle decine cognite. Se il risultamento di que- 
st^ operazione sarà troppo grande , si diminuirà la cifra delle 
unità ; si procederà ad una nuova verificazione, e cosi di se- 
guito , fino a che si troverà un risultamento uguale al nume- 
ro proposto , o minoro di questo numero , se esso non ò 
un cubo perfetto. In questo caso la radice trovala non è cho 
quella del massimo cubo contenuto in esso. Siccome si hanno 
spesso residui molto alti , ecco come potrà conoscersi se la 
cifra delle unità sia troppo piccola. 

Il cubo di a -{- 5 , allorché si fa 6 1 , diventa quello 
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di ® + 1 > ed 1>3 per espressione 

a' + 3o‘ + 3a + 1 , 
quantità che supera , cubo di a , di 
3a’ + 3a -f t. 

Segue da ciò che fino a quando il resto di una estrazione di 
radice cubica sarà minore di tre volle il quadrato della radice , 
più tre volte la radice , jiiù i unità , questa radice non sarà 
troppo piccola. 

1Ù8. Per csirarro la ra<lico da 105823817 , si osserveià 
dapprima che , qualunque sia il numero delle cifre di questa 
radice , se essa si scompone in unità e decine , il cubo di 
queste ultime non potrà far parte delle tre ultime cifre verso 
la dritta , e dovrà per conseguenza trovarsi in 105823. Ma 
il massimo cubo contenuto in 105823 avrà più d’ una cifra 
alla sua radice , la quale potrà per conseguenza scomporsi in 
unità e decine ; ed il cubo di questo decine non discendendo 
al disotto delle migliaia , non potrà far parte delle tre ultime 
cifre 823. Se , dopo la separazione di queste cifre , restasse- 
ro ancora più di tre cifre alla sinistra , si ripeterebbe il ra- 
gionamento precedente , e si perverrebbe cosi a notare il luo- 
go del cubo delle unità dell’ordine più elevato della radico 
cercata , dividendo il numero proposto in membri . ovvero 
classi , di tre cifre , andando da dritta a sinistra ; I' ultimo 
potrà contenerne meno di tre. 

Ciò posto, dopo di aver preparata l'operazione secondo 
il solito , si corcherà primieramente con la regola del numero 
precedente la radice cubica dei due primi inKRg<iQ 47 
membri a sinistra, e si troverà ù7 per ri- *t;a,o 2J,ol7 Mi 

sultamento ; si toglierà il cubo di questo ”* *' 

numero dai due membri che lo contengo- Ù1 8 23 V8 

no ; a fianco al resto 2000 si abbasserà 103 823 6627 

il membro seguente 817 , ed il numero o nnns i 7 — 
2000817 dove racchiudere le tre ultimo og-iQ n 
parti del cubo d' un numero di cui V7 — _ 
esprime le decine , e di cui si cercano 00® 0000 00 

le unità : si troveranno dunque queste unità, come neH’esem- 

pio del numero citato , separando le due ultime cifre sulla 
dritta del resto, e dividendo la parte a sinistra per 6627 . 
triplo del quadrato di W. Si verificherà il quoziente 3 elevando 
473 a cubo , e si troverà per rìsultamcnto precisamente il nu- 
mero proposto , perchè questo numero è un cubo perfetto. 
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La s|)iogazione dell' esempio esaminato qui sopra può te* 
ner luogo di regola generale. So il numero proposto avesse 
una classe di più , si continuerebbe I' operazione corno si ò 
fatto per la terza ; e non bisognerebbe (liinenticarsi di mette- 
re uno zero alla radice, se il numero da dividersi sulla sinistra 
del resto non contenesse quello pel quale bisogna dividerlo : 
si abbasserebbe allora la classe seguente , e si opererebbe su 
di questa classe riunita al resto , come sulle precedenti. 

11^9. Poiché il cubo di una frazione si oUiene moltiplicando 
guesia frazione pel quadralo di essa, o, ciò che toma lo stesso , 
cubando il suo numeratore e cubando tl suo ‘denominatore , im 
segue che st ricadrà sulla radice , prendendo quella del nuovo 

5 

numeratore e quella del nuovo denominatore. Il cubo di — , per 
l‘i5 6 

esempio , è ; prendendo la radice cubica di 125 e quella 


di 216 , si trova — . 

o 


Questo è il metodo che bisogna seguire allorché il nume- 
ratore ed il denominatore sono tutti e due cubi perfetti : ma 

3 uando ciò non ha luogo , si risparmia di estrarre la radice 
al denominatore , moltiplicando pel suo quadrato i duo ter- 
mini della frazione proposta i perocché il denominatore risul- 
tante da questa operazione viene ad essere il cubo del deno- 
minatore primitivo , e non resta a prendere cluj la radico 


3 

del numeratore. Se si avesse, a cagion d’esempio, ^ , molti- 
plicando i due termini di questa fraziono per 25 , quadrato 
del denominatore , si avrebbe 


75 

5X5X5* 


la radice 
trova che 
la radice 


del denominatore è 5 : quanto a quella di 75 , gì 

essa cade tra 4- o 5. Limitandoci a 4, avremo - per 
,3 5 

cubica di , a meno d' un quinto circa. Por avere 
o 


24 
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una maggiore esattezza , bisognerà estrarre la radice appros* 
«imata da 75 coi metodi che indicherò qui appresso. 

Allorché il denominatore sarà già un quadrato perfetto , 
basterà moltiplicare t due termini della frazione per la radice 
quadrata del denomiuatoro. Cosi , per trovare la radice cubi- 

ca di ^ , moltiplico i due termini per 3 , radice quadrata 

di 9 , ed ottengo 


la 

3X3X3’ 


prendendo la radice del cubo massimo 8 eonicouto in 12, vie- 

2 

no ? por la radice cercata , a meno d’ un terzo. 

d , 

150. Da quanto ò stato dimostrato noi n. 97 , 98 e 126 
seguo che lo potenze delle frazioni irriducibili sono frazioni 
pure irriducibili , e che per conseguenza la radice cubica di 
un numero che non è cubo perfetto , non può esprimersi e- 
sattamente con alcuna frazione , per quanto grande sia il suo 
denominatore : essa è dunque una quantità irrazionale , ma 
di una specie differente dalla radice quadrata ; poiché lo più 
volte é impossibile di esprimere l’ una per mezzo dell' altra . 

151. Si potrebbe ottenere la radice cubica approssimata 
per mezzo delle frazioni ordinario , servendosi d’ un procedi- 
mento analogo a quello che ho fatto conoscere nel n.° 103 
sulla radice quadrata , e troppo facile ad immaginarsi ; per 
cui passo oltre , tanto più che si ò conosciuto che riuscireb- 
be poco comodo. 

La miglior maniera di adoperare le frazioni ordinarie per 
questa ricerca consiste nell’ estrarre la radice in frazioni d’una 
specie data. Affine di conseguire , per esempio , la radico cu- 
bica di 22 , a meno d' un quinto d’ unità , si osserverà che 

di ^ è 7 ^ , e si ridurrà per conseguenza 22 in 


il cubo 
2750 
125 ' 


5 '' 125 
la radico di 2750 


essendo presa in numero intero , 


11 ^ k 

si avrà , ovvero 2 ~ , per quella di 22. 

5 o ^ 

152. li mezzo che è più in uso per estrarre per appros- 
simazione la radice cubica da un numero , consiste nel con- 
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vertir questo numero in frazione decimale , osservando però 
che ciò non può essere che io millesimi , o in milionesimi, ec., 
perchè i decimi divengono millesimi quando si elevano a terza 
potenza , i centesimi sì cangiano in milionesimi , ed in gene- 
rale il numero delle cifre decimali che ti trovano nel cubo é 
triplo di quello delle cifre decimali contenute nella radic*. Biso- 
gna conchiudere da ciò , che conviene mettere appresso al 
numero proposto tanti zeri , quanto ò il triplo dei decimali 
che si vogliono nella sua radice. Si estrarrà in seguito la ra- 
dice con le regole date precedentemente . e si separerà nel 
risultamonto il domandato numero di cifre decimali. 

Se si volesse avere , per esempio , la radice cubica di 
327 , a meno d’ un centesimo circa , sì scriverebbero sei ze- 
ri appresso a questo numero , e si estrarrebbe , secondo la 
regola data , la radice da 327000000. Eccone l' operazione : 


327,000,000 

216 


111000 
mk 32 


12 5680.00 
325 6606 72 


1 339 328. 


688 

108 

13872 


Si separerebbero in seguito due cifre decimali sulla drit- 
ta del risultamonto , e si avrebbe 6.88 ; ma sarà meglio pren- 
dere 6,89 , perchè il cubo di quest’ ultimo numero , benché 
maggiore di 327 , vi si approssima più di quello di 6,88. 

Se il numero proposto contenesse già decimali , prima di 
cominciare l'estrazione della radice, bisognerebbe mettere 
alla sua dritta quanti zeri sarebbero necessari per rendere il 
numero delle cifre decimali multiplo di 3. Sìa , per esempio, 
0,07 ; si scriverà 0,070 : prendendo la radice di 70 millesi- 
mi , si troverà O.lt. Per spingere 1’ esattezza 6no ai centesi- 
mi . bisognerebbe metterò altri tre zeri di più , ciò che fa- 
rebbe 0,070000. La radice di 70000 , estratta in numeri in- 
teri , essendo ài , quella di 0,07 , a meno d’ un centesimo 
circa, sarebbe 0,àl. 

153. Uopo di aver somministrati i mezzi per estrarre la r»* 
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^ìno quadrila e la radice cubica dai numeri , la formola del 
binomio conduce ad un andamento analogo per ottenere la rs* 
dice d’ un grado qualunquu ; ma prima di esporre questo an- 
damento , farò alcune osservazioni sulla estrazione delle ra- 
dici. r esponente delle quali è un numero che ha divisori. 

L’ estrazione della radice quarta può effettuarsi col mezzo 
di duo estrazioni successive della radico quadrala ; poiché 
prendendo prima la radice quadrata di una quarta potenza , 
di a* , per esempio , si cade sui quadrato , ovvero a* , ri- 
sultamento di cui la radice quadrata è a , o sia la quantità 
cercata. 

Si vedrà della stessa maniera che tre estrazioni succes- 
sive della radice quadrata equivalgono all’ estrazione della ra- 
dico ottava , poiché la radice quadrata di è aS quella di 
a** è a* , ed in fino quella di a‘ è a. 

Egli è evidente che di questa maniera ogni rad'ce d' un 
grado indicato da qualcheduno dei numeri 2, é. 8, 16, 32, ec., 
cioè a diro da una potenza di 2 , si otterrà con una serie di 
estrazioni della radice quadrata. 

Le radici i cui esponenti non sono numeri primi , pos- 
sono ridursi ad altre d’ un grado meno elevalo ; la radice se- 
sta , per esempio , si otterrà con una esIrazTcne della radice 
quadrata seguita da un’ estrazione della radice cubica. Per 
convincersene , basta osservare ch>* operando cosi sopra di a'’, 
si trova dapprima , e poi a : si potrebbe ancora prendere 
prima la rudice cubica , il che darebbe a* , indi la radice 
quadrata , o si avrebbe a, 

13à. Passo ora al metodo generale , che applicherò al 
quinto grado. Il suo andamento potrà più facilmente compren- 
dersi sopra un caso particolare ; e paragonandolo a quelli che 
ho già dati per l’estrazione della radice quadrata e per quel- 
la della radiee cubica , si vedrà senza pena come bisogna 
operare per un grado qualunque. 

Sia intanto da estrarsi la radico quinta da 231551007. Os- 
servo In primo luogo che il minimo numero di 2 cifre . cioè 
a dire 10 , ne ha sei alla sua quinta potenza , che è 100000 < 
e ne cunchiU'lo die la radice quinta del numero proposto ha 
almeno due cifre : potrò dunque rappresentare questa radice 
con a -j- 6 , a e.-sendo le decine o b In unità ; ed il nu- 
mero proposto avià per espressione 

[a -f- bf = a® + 5a’à lOa’6’ ec. 

Non isviluppo lutti i termini di questa potenza , perché ba- 
tta conoscere la composizione dei due primi , come si ve- 
drà or ora. 
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Ciò posto, e^li è evidente che a’’, ossia la quinta potenza 
dello decine di questa radice , non potendo discendere al di sotto 
delle centinaia di migliaio , non fa parte delle cinque prime ci- 
fre a dritta : separo adunque queste cinque cifre. Se ne re- 
stassero poi di cinque a sinistra , farei riguardo a queste Io 
stesso ragionamento di poc'anzi , e scompartirei cosi il numero 
proposto in membri di cinque cifre , andando da dritta a sini- 
stra ; r ultimo di questi membri verso la sinistra conterrà la 
quinta potenza delle unità dell' ordine più elevato che sia 
nella radice. 


Formando le quinte potenze del nu- 
meri d' una sola cifra , veggo che 2315 
cade tra la quinta potenza di ^ , che è 
1021 , e quella di 5, che è 3125. 


2315,54007 W 
1024 


1291 5.4007 1280 


Prendo adunque 4 per le decine della radice cercata : e to- 
gliendo la quinta potenza di questo numero , ovvero 1024, dal 
primo membro del fuimero proposto , ho di resto 1291 , a fianco 
al quale abbasso il membro scg'uente. Il numero che ne risulta 
dee contenere i termini 8a'6 lOo^ò’ -j- ec. che restano di 
(a 6]*, dopo che se n’è tolto a' ; ma il più elevato di que- 
sti termini è 5a'6 , ossia cinque volte la quarta potcnz.i delle 
ilecini! multiplicBla per le~ unità , perchè esso non discende al 
dì sulto delle decine di migliaia. Per considerarlo in partico- 
lare, si separeranno te 4 ultimo cifre sulla dritta, che nonne 
fanno parte , ed il numero 12915 elio resta a sinistra , conter- 
rà questo termine una con le decine di migliaia provenienti dai 
termini che lo seguono. Si ve !e dunque che dividendo 12915 
per 5aS ovvero cinque volto la quarta potenza delle 4 decina 
trovate, non si perverrà che ad una approssimazione fino alle 
unità. La quarta potenza di 4 è 256; il suo quintuplo si eleva 
a 1280.) dividendo 12915 per 1280 , si troverebbe 10 per quo- 
ziente ; ma non si potrebbe mettere più di 9 alla radice , e 
bisogna ancora, prima di adottare questa cifra, saggiare se la ra- 
dice 49 data da esss quando si aggiunge alle 4 decine che di già 
si hanno, non produca una quinta potenza maggiore del numera 
proposto. Si trova di questa maniera che bisogna diminuire il 
numero 49 di due unità , c che la vera radice è 47 , con un 
resto uguale a 2209000 ; poiché la quinta potenza di 47 è 
229345007 t cioè a dire elio la radice esatta del numero pro- 
posto cade tra 47 e 48. 

Se vi fosse un membro di più . si abbasserebbe per unirlo 
al resto della sottrazione della quinta potenza delle due cifra 
digià trovate da! due primi membri ; sì opererebbe su questo 
resto come si è fatto sul precedente , e cosi di seguito. 

Uir tro ciòcbè si è detto , è facile estendere al caso attuale 
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le regole date tanto per estrarre la radice quadrata e la radice 
cubica delle fraxioni , quanto per approasimare al vero le radi* 
ci delle potenze imperfette di questi gradi. 

155. P(*r mezzo di procedimenti fondati sugli stessi prin- 
cipii , si perviene ad estrarre le radici delle quantità lette- 
rali : r esempio seguente basterà por indicare come si deb- 
ba operare per un grado qualunque. 

Si è trovata nel n.*’ 143 la sesta potenza di 5a’; 
riprendo questa potenza per estraroe la radice sesta , e per 
questo la dispongo come segue : 

ei**” — 960a*«‘* + 6000a«a:" — 2000005 ar" 

•+• 37500o‘’j:« — 37500o'“a;’ 

— 64a;»3 -f 15625a'a 

resto — OGOa’x** -f- ec. 

La quantità proposta essendo ordinata per rapporto ad x, 
il suo primo termine dev’ essere la sesta potenza del primo 
termine della radice ordinata della stessa maniera ; prendendo 
in conseguen/.a la radice sesta di , secondo la regola del 
D.“ 129 . si ha 2x’. 

Elevando questo risultamento a sesta potenza . e sottraen- 
dolo dalla quantità proposta , il resto che si ottiene , comincia 
necessariamente dal secondo termine dello sviluppo della sesta 
potenza dei due primi termini della radice. Ora nella espres* 
siono 

(a 4" b)* =! a* + 6a*b -f* eo. 

questo termine è il prodotto di sei volte la quinta potenza del 
primo termine della radice pei secondo ; e se si dividesse per 
6a* . il quoziente sarebbe il secondo termino b. Bisogna dunque 
formare il sestuplo della quinta potenza del primo termine 2x* 
della radice , il che darà 

6 X 32®*® ovvero 192 ®** , 

e dividere per questa quantità il termino — 960a’®*® , col quale 
- principia il resto dell’ operazione precedente ; il quoziente — 5a’ 
è il secondo termine di'lla radice. Per verificarlo , si elevereb- 
be a sesta potenza il binomio 2®’ — 5a^ . ed il risultamento 
darebbe la quantità proposta. 

Se la radice dovesse contenere uo termine di più , si Iro- 


2®* 6o’ 

192®*® 
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verebbe , dopo I’ operazione ora fatta , nn secondo resto che 
principierebbe col sestuplo del prodotto della quinta potenza 
dei due pruni termini della radice pel terzo , e che bisogne- 
rebbe in conseguenza dizidere por 6 (2»’ — 5a’l* • il quo- 
ziente sarebbe questo terzo termine della radice , e si veri- 
fìclicrebbo formando la sesta potenza dei tre termini trovati 
Si procederebbe allo stesso modo per trovare tutti I termini 
seguenti , qualunque ne fosso, il numero. 


Dtlle equazioni a due termini. 

156. Ogni equazione ove l’ incognita si trova elevata alla 
medesima potenza in ciascuno dei termini che la contencono 
può sempre ridursi a due termini, dei quali l’ uno è V aggre- 
gato di tutti i termini che contengono l’ incognita , e I’ altro 
costa della riunione di tutti i termini noti : ciò è stato os- 
servato di già relativamente al secondo grado nel n.° 105 
ed è facile concepirlo per un grado qualunque. ’ ’ 

Se si ha , per esempio , l’ equazione 

a’*’ — a'6’ = -f- flc*s, 

trasportando tulli i termini afletti da x in un sol membro 
se pe dedurrà * 


a’®’ — flc®* = asj» ^ 

ovvero (a'-ae) =a 6‘cJ + oV , 

Se ora si rappresentano le quantità 
o* — ac con p , V ^ ^ 

r equazione precedente diverrà 

= g ; 

ed isolando la quantità , si avrà 

= i 

P ’ 

da coi si deduco 

* = • 
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In generale ogni equazione a due liTinÌHÌ vcm'ndo ridot- 
ta alla forma 

px” = q, 
dà 



e prendendo la radice del grado m di ciascun membro, si ha 

m 

157. Bisogna osservare che quando I' esponente m è un 
numero dispari , il radicale non avrà che un sol segno , che 
sarà quello della quantità aflelta da esso radicale ( n." 131 ). 

Quando poi l’esponente m sarà pari, il radicale avrà il 
doppio segno + ; dì più esso in tal caso sarà immaginario se 

la quantità — è negativa , e la questione sarà assurda, corno 

pel secondo grado ( o.° 131 ]. Ecco alcuni esempi. 

L’ equazione x‘ = — 102lr dà 


a = -4, 

perchè l’esponente 5 ò dispari. 

L' equazione x* a 625 dà 

4 

a?=±l’^625 = +5 , 

perchè l' esponente k è pari. 

In fine l’ equazione ss — 16 dando 



non conduce ehe a valori immaginari , perchè l’ espenente k 
essendo pari , la quantità posta sotto il radiche è negativa! 

158. Prima di andare più innanzi , esporrò un fatto anali- 
tico che sarà utiliiaimo , tanto pel rimanente di quest' opera , 
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quanto pel CuDijiUmmto , u che por sù ilossu ò asifiiii no- 
tabile: questo fatto analitico si è, che tutte le espressioni x — a, 
x‘ — a\ — a\ cJ in generalo a:"' — a” (m essendo un 
numero intero positivo qualunque j sono esatlameate divisibili 
pera: — et. Quanto alla prima espressione la cosa è evidente ; si 
sa inoltre die la seconda 

— a’ = [x — a )(a: a) (n.“ 3i), 

e con la divisione si seomporrebbero facilmente le altro. Ili- 
videndo par nienlo x"‘ — u"‘ por x — a, si trovenbbo per 
quoziente 


+ aar"~' + a’ar”‘“^ + ce., 

r esponente di a; andando sempre diminuumio di un'unità, e 
quello di a aumentando nella stessa maniera ; ma invece di 
andare appresso alle (larticularità di questa upeiuzionc , sta- 
bilirò immedialatiKiile l'equazione 

x” — a"‘ _ 

= x"*“‘ -r + a- , 


la quale può verificarsi , molliplieaiido il secondo membro per 
X — a. Esso secondo imnibro diventa allora 


X"* + ax”‘“' -f a’x"”^ 


+ a’’‘-“x^ -f a* 


— ox" 


— ax — a'x 


tutti i termini delia prima linea , a partire dal secondo , es- 
sendo gli stessi , ad eeeeziune del segno , che quelli i quali pre- 
cedono r ultimo della seconda linea, resta, dujio la riduzione, 
solamente x” — a"” , vale a diro , il dividendo proposto. 

Bisogna osservare che di seguito al termine a’x"‘~‘ viene 
necessariamente india linea superiore il termine a’x”‘'~^ , elio 
si trova distrutto dal suo corrispondente ioferiore ; oche pari- 
mente nella linea inferiore si trova avanti al tei mine 
un termine — , che distruggo il suo corrispondente su- 
periore. Questi lurmini non sono scritti , perchè si sottinten- 
dono compresi nella lacuna indiaata dai punti. 

25 
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159. Qaetta oMervaziono conduce a conseguenze impor- 

q 

tantissime relalivamenlo all' equazione a due termini x"’£=— . 

Dinotando con a il numero che si ottiene coll’ estrazione 
immediata delia radice , eseguita secondo le regole del n- 15*, 
si ha 


- =s o", oTvero " saa"" ; 

P 

e trasportando il secondo membro nel primo . viene 
a;" - o"=s0. 


La quantità x” — à” ai dirida per « — a . e si otter- 
rà , poi numero precedente , 

o-'si (x — + ax”^‘ + a"”'» + o""*') : 

quest' ultimo risullamonto , che svanisco quando «ssa , di- 
verrebbe egualmente nullo se si avesse 

*■" ' -f ax”"“‘ + o"”*® o’"“‘ =* 0 (n.® 116 ) ; 


e se vi fosse in conseguenza un valor di x che soddisfacesse 
a quest’ ultima equazione , esso soddisfarebbe altresì alla 

Questi valori hanno coll’ unità relazioni semplicissime, che 
si scopriranno facendo x=say; con ciò l’ equazione x” a*" 
= 0 diverrà 




ovvero 


y" — ls=0 , 


e si otterranno i valori di x moltiplicando quelli di y pel nu- 
mero a. . . 1 

L’ equazione y"* — 1 dà in primo luogo • 


m 

y-" s= 1 , y =* 1 ; 

poi , dividendo y" — 1 per y — 1 , viene 

y’^' + y'^’+y’"** +y’+y+i5 
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e questo quoziente essendo eguagliato a zero , dà I’ equazione 
dalla quale dipendono gli altri valori di y , che avranno , al 
pari dell’anità , la proprietà di soddisfare all' equazione 

y"" — 1 aa 0, ovvero y" a= 1 , 

cioè a dire che la loro potenza del grado m sarà I’ unità. 

Da ciò risulta questa conseguenza , singolare a prima vi- 
sta , che V unità può avere altre radici oltre sè stessa. 

Queste radici , che sono negative o immaginarie , sono 
malgrado ciò di un uso frequente nell' analisi ; ma non posso 
far per ora conoscere che quelle dei quattro primi gradi, im- 
perocché col m<‘zzo di CIÒ che precede solaniuntu per questi 
gradi può risolversi I' equazione 

y + y"’' + 1=0 


che lo dà. 


Sia 1.* ut = 2 ; si avrà 

y' - 1 = 0. 

da cui si trae 

y = + 1 . y = — 1. 

2.’ Facendo m = 3 , viene 

-1 = 0 , 

da cui si deduce prima 

y = i , 

y’ + y + 1 = 0. 

Quest' ultima equazione risoluta , dà 

cosi si hanno per questo grado lo tre radici 

-1-K— 


e poi 


y = l, y» ? y 


2 
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Lo lille nlt mo «ono immaginarie ; ma se se ne fa il cu* 
ho , formando con le reqolu dato nel n. 3V q i Ilo del innnc- 

ralore, e so si osserva che il q'iadrato di ^ J ;'<«ondo — 3, 

il suo cubo è — 3 ^ — 3 . si troverò puro w’ = 1 , come 
per la radico y = 1. 

3.° Prendendo m “ V , si In 

!/' - 1 = 0 , 

da cui si ricava 


c poi 


y = I . 


y’ + y‘ + y + 1 = 0 . 

che si riduce ad 

y" [y + 1) + y + 1 = (y -j- I)y ^ 1) _ 0; 

e (li qui si trao 

y -}- 1 = 0 , oppure y’ + i = 0 . 
cqiiarioni che danno 


y = —i, y = y = - Krrì ; 

le quattro radici della proposta equulono sono adunque 

y = -rl. y = — i, y = +rzrf. 

nitri din? iSaSiir * « 8'* 

vanii?ch? nncl.c trovato osscr- 

y’ - 1 = (y’ _ 1)fy« ^ ^ 

donde risulta successivamente 

y’ - t = 0 . y’ + 1 _ 0. 

Questa molliplicità di radici d. Il' unità dincnde da una 
legee R-ncralo delle equazioni . . in viilù rtella nua^P ■ 
g.Hla ammette tanti valori quante sono le unil'à ded' espònmtu' 
‘.cl gia.lo dell equazione che la determina ; e quando la qul- 
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sHoPC non comporta questo numero di soluzioni reali , esso ò 
roniplelalo da simboli puramente algebrici , i quali , venendo 
sottomessi alle operazioni indicate neH’equazione, la veriQcano. 

Segue da ciò , che lo radici dei numeri hanno due specie 
di^ espressioni^ o di valori ; la prima che chiamerò determina- 
zione aritmetica , è il numero che si trova col metodo espo- 
sto nel n.® loi , e che è unica per ciascun caso particolare ; 
la seconda comprende i valori negativi e le espressioni imma- 
ginario . che distinguerò col nome di d«ernttnaztom at^eòn'cAa, 
conciossiacchè non debbono la loro esistenza che alla combi- 
nazione dei segni dell’ Algebra. 


Delle equazioni che possono esser risolute come quelle 
del secondo grado. 

160. Il carattere di queste equazioni condiste in questo , 
che non contengono se non duo potenze diflerenti dell’ inco- 
gnita , e che r esponente dell’ una è doppio di quello dell’al- 
tra ; la loro formola generale si è 

+ px” = q , 

p e q^ essendo quantità cognite. 

So SI prende dapprima x” per 1’ incognita > ovvero se si 
pone x’”z=u , si avrà 

a’" = tt* , 

e di qui 

+ pu = q. 


“ = -^P±l/? + Ì*P* (D.M09); 
rimettendo x” per u , verrà 
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equazione a due termini . perocché P espre.»>one 

- |•p■± P‘ ’ 

• «nnn^riute da effattuarsi sopra 
non contenendo che come quantità del tutto nota. 

Quantità date . deve riguardarsi 

Rappresentando con a e eoo 
espressione t *i a^rà 


donde si trae 


x"" ss 0 e^ *"* ^ ** ’ 

m 

VT ed acssKo'- 


m fosso pari , in vece dei due valori 
Be ‘'.e9po"«“‘® avrebbero quattro . poiché ciascun 

siir«s " ‘"s"” - ' " . 

tn 

. a, - _ KJ . 

® ss + K O V 

. ,«.U- ..r.»- “ '» 

indicando immediatamente la rau.ee 
sione / 


il che darà 


aj’-sst — |p± ^^« + 4 P ■ 

W — 

«= // + 


„ problem. s.6U««tó ».a«ce *J 
somma dii loro cubi s«a 35- 
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Sia a uno di queati fattori , I' altro sarà —, e li avrà , 

se 

216 

mediante la somma dei loro cubi e , V equaeione 


»>+Ì!«=35, 


che riducesi ad 


ovvero ad 


*« + 216 = 35 *’ , 


*« — 35 *’ = — 210 . 


Se si riguarda *’ come l' incognita , ai otterrà con la 
regola delle equazioni del secondo grado 


35 




Eflettuando i calcoli numerici indicati , si troverà 


1225 




è per conseguenza 


= 


35 , 19_54 
■ 2+2 2 


, 35 19 16 

* = 2“2 = “5 = 


27 . 

8 , 


I ■> . » 
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donde 


E L E H K N T l 


X = K27 = 3 . 

X = ys = 2 . 


Il primo valore dà pel seconda [attore ^ .ovvero 2; 
mentre >1 secondo valore conduce a — ovvero a 3 : si ha 

A 

dunque in un caso 3 e 2 pei fattori cercati, e nell’altro 2e3. Que* 
ste due soluzioni non differiscono adunque l’una dall' altra che 
per un cangiamento d'ordine nei fattori del numero dato 6. 

162. Le equazioni che ho considerato ora , sono egual- 
mente comprese nella legge generalo enunciata nel n.° 159, poi* 

cbè bisogna moltiplicare i valori di Kq , Va' per le radici 
dell' unità nel grado m. 

Applicando questa considerazione all' equazione 


— 35a:' s= — 216 , 


si troveranno le sei radici sbucati : 

» = lx3, ' »s=lx2 




-I + KZ-3 


X 2 , 


-1_KT3 -1-K-=3 ^ „ 

» g X8, 35= X 2, 


di cui Io due prime sono le sole reali. 
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Dtl calcolo dei radicali. 

163. Il gran numero dei casi nei quali le radici non 
possono estrarsi esattamente , e la lunghezza dell' operazione 
necessaria a fine di ottenerle per approssimazione , hanno in- 
dotto gli algebristi a procurare di eseguire immediatamente 
sulle quantiti poste sotto ai segni radicali le operazioni fon- 
damentali indicate sulle loro radici , ed a renderne , per quan- 
to era possibile , più semplici i risultamenti . di maniera che 
r estrazione della radice . che è I’ operazione più complicata , 
fosse stata rimessa alla fìne del calcolo, per non doverla pra- 
ticare che sopra i più piccoli numeri , o sulle più semplici 
espressioni che le questioni proposte potessero comportare. 

L'addizione e la sottrazione delle quantità radicali dis- 
simili non possono che indicarsi coi segni -f- e — . Per esem- 
pio, le somme 


I s 

y'a -h . 


le difierenze , 


] s 

a — f^a , 


s I 

-f- , 


1 I 


non sono suscettibili dì altra espressione. 
Non sarebbe lo stesso della quantità 


’ I _ 5c * 

4a -f 16a’ò ^ A'^2a«à, 

perchè i radicali che la compongono possono divenir simili col 
mezzo della semplicizzazione indicata nel n.” 130. Si osserve- 
reb^ dapprima che 


2aK2& , 


«*K26 ; 
26 


3 

L6a’6 = /%a? . 2è ovvero a 


y^ctb =5 Ko« . 2à ovvero ad 


% 
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•Oli Terrebbe 


■ 5 

kay^b -f 2a V2b — 


^K56. 

ad 


e ridaeendo , si otterrebbe 


1 

6a ^26 — 



ovvero 



161. Relativamente alle altre operazioni il calcolo dei radi- 
cali è fondato sopra questo principio altra volta citato: Sa si ala- 
cono i differenti fattori di un prodotto ad una medesima potenza, il 
prodotto sarà elevato a questa potenza. Da uti altro canto ò ma- 
nifesto , che una quantità radicalo si eleva alla potenza delio 
stesso esponente di questo radicale , togliendo via il segno ra- 

7 

dicale. Por esempio , Ka elevata alla settima potenza , è a 
solamente , perché quest’ operazione, inversa di quella indicata 

7 

dal segno K~ > QO" fa ridurre al suo stato primitivo la quan- 
tità a. . . 

Ciò posto , se per esempio , nell' espressione 


/a X 


ai tolgono i radicali, il risuUainento ab sarà la settima po- 
tenza del prodotto indicato qui sopra ; e prendendo la radica 
settima , se ne conchiuderà 

7 1 , 7 

l^a X ^ 


Questo ragionamento, che può applicarsi ad ogni altro 
caso , dimostra che per moltiplicar» due espressioni radicali 
dello tiesso grado , bisogna fare il prodotto dell» quantità sottopa- 
st» ai radietili , « poi toUoparlo ad un radicale dello sittsa grado. 
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Par mezzo di quanta regola ai ha 

X 7^50^ = 21^10«Vc = 


21a*6*>^10c; 



per la ragione che 

a* ^ b* sa [a' + 6*){a* — 6*). 

165. Se si considera che la settima potenza dell' espressio* 

7 

ì^a a 

ne , per esempio , è - , si conchiuderà , prendendo la 

yr 
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raUicu settima di quest’ ultirpo risultaraento , eh* 



e da ciò spRue che, per dmdtn 1' una per l' ultra due quantità 
radicali dello riessa grado , bisogna prendere il quoziente delle 
quaniilà sottomesse ai radicali , ed apporvi un radicale dello 
stesso grado. 

Si trova con questa regola che 



166. Seguo dalla regola della mollip!i,;azione dei radicali 
dello stesso grado , data nel n. 16i . che per elevare una 
quantità radicale ad una potenza qualunque , beuta elevare a 
questa potenza la quantità sottomessa al radicale, ed assoggettare il 
risullamento a questo stesso radicale, perchè, per esempio, ele- 
vare yab a terza potenza , è lo stesso che . iretluare il prodotto 

5 5 5 

K" ab X X ^ab ; 

e siccome i radicali sono dello stesso grado, bisogna (n.° l6ì]mol- 
.tiplicare tra loro le quantità aflette da essi, ed indi metterei! pro- 


D 
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dotto sotto il radicalo , il che dà 

7 7 

Similmente à‘b^ elevato a quarta potenza , dà a°à“ » 
che riJticesi ad 


aòVaìT’ , 


scomponendo o”!»'’ in a’6’ X . e prendendo la rad'cc del 
fattore a’b’’ (n.“ 13Q). 

Giova osservare inoltre che quanto i esponente del radica- 
le è divisibile per quello della potenza alla quale si deca la 
quantità proposta , l’ operazione si effettua dividendo il primo 
esponente per il secondo. Per esempio . 

( 6 V I ' 

Kj) =K« , 


perchè |- = 3. 

fi 

In fatti yH rappresenta una quantità che è sei volte fat- 
tore in a , e la quantità K« che si ottiene dividendo l’ espo- 
nente 6 per 2 , non essendo che tre volte fattore in a , equi- 
vale per conseguenza al prodotto di due dei primi fattori; essa 
è dunque la seconda potenza di pno di questi faHori , ossia 

di K5 . 

Lo stesso ragionamento si applicherebbe all' esempio scrit- 
to qip sotto , cd a lutti gli altri passibili : ' 



167. Invertendo le regole del numero precedente , si ot- 
tengono quelle che bisogna seguire nell' estrazione delle radici 
dalle quantità radicali. • 
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Si vede subito . per ia prima regola , che ss pit espon$nti 
delle quanlilà eoUomtste ai radicali sono divisibili per quello 
della rtuiice che vuole estrorsi , l' operazione si eseguirà come 
se non vi fosse punto il radicale , ed al risultamento ti apporrà 
il radicale primitivo. 

Si trova , per esempio , che 


1/ K? = K? = . 


■« I _____ 

=s a*lfi sst^ab* , 


Dalla seconda regola del numero precedente si conchiude 
che {’ estrazione della radice delle quantità radicali s' indica in 
generale , moltiplicando l' esponente del radicale per quello della 
radice che ti vuole estrarre. 

Per quest’ ultima regola si trova che 


5_ «5 

Ka^ = . 


5 

Ed io vero Ko* è una quantità che è cinque volte fattore 

io ( 0 .* 24- e 129): ma la radice cobica di dovendo esse- 
re ancora tre volte fattore in quest' ultima quantità , si tro- 
ToràS X 3 volte, ovvero 15 volte fattore nella prima a**: dun- 

9 


5 t5 

que r Vlfi zz y~a* . Si proverebbe 


s 



allo stesso modo 
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168. Poiché moltiplicando I’ esponente della quantità sot< 
toposta ad un radicale per* un numero (n.° 166), s'innalza la 
radice indicata alla potenza espressa da questo numero ; e 
moltiplicando similmente per io stesso numero I' esponente 
del radicale (n.° 167), si estrae dal risultamento una radice 
di grado eguale a quello della potenza che si è formata , ne 
segue che questa seconda operazione riduce ai suo primilÌTO 
stato la quantità proposta. 

5 __ SS 

L’espressione a}, per esempio, può trasformarsi in / o*‘, 
la quale espressione si ottiene moltiplicando per 7 gli esponen- 
ti 5 e 3 ; perchè moltiplicare per 7 l'esponente di è lostes- 

5_ 

so che formare, col radicale perrisultamento.la settima po- 
tenza dei radicale proposto, e moltiplicare poi per? l'esponente 5 

5 

del radicale equivale a prendere la radice settima del ri- 
sultamento , operazione che distrugge I’ effetto della prima. 

169. Con questa doppia operazione si riducono allo stesso 
grado i radicali di gradi differenti, qualunque ne sia il numero, 
moltiplicando simultaneamente l’esponente di ciascun radicale e 
quelli delle quantità ad esso sottoposte pel prodotto degli espo- 
nenti di tutti gli altri radicali. L' identità dei nuovi espo- 
nenti dei radicali è evidente per sò medesima , poiché essi 
sono formati dal prodotto di tutti gli esponenti dei radicali 
primitivi ; ed in virtù di ciò che precede , ciascuna quantità 
radicale non ha punto cangiato di valore. 

Si trasformano con questa regola i radicali 


5 1 



e 


in 

e 

ss 

similmente le tre quantità 



3 

/uà* , 


T 
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divengono ri^peUivaincnle 


I05 lOS 



10 5 


50 sotto ai radicali si trovassero numeri , bisognerebbe 

elevarli alla potenza indicala dal prodotto degli esponenti do- 
gli altri radicali. , , 

170. Parimente si può portan tolto il radicale un fallare 
che ne è fuori , elevando quetlo fattore alla potenza indicala 
dall' esponente del radicale. 

51 cangerà , per esempio , 


a* 


in 




0 


in 




171. Dopo di aver ridotto allo stesso grado con la tra- 
sformazione precedente i radicati , qualunque , vi si appliche- 
ranno senza difficolti le regole date nei n.' 161s e 165 per la 
Diolliplicazione e per la divisione delle quantità radicali dello 
stesso grado. 

Sia in generale 


i/ P.9 

^ a b y, c 0 c : 


trasformo (n.° 169) 


m 




mn 


ID 




c 


m n 

t/ .rnr • 
r b e 


e la regola del a.** 16Si darà 

Win Wi n 


nm 




npnq-i^r «it 
ab c 


pel prodotto dei radicali proposti. 
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n I 

Si ba pure pei o.*' 165 


f» tnn «in «in 


l/bc 


.mr ms 
0 c 


«Il 


Osservazioni sopra alcuni casi singolari del calcolo 
dei radicali. 


172. Le regole alle quali è slato ridotto il calcalo dei ra- 
dicali, si applicano senza diflìcollà alle quantità reali; ma trat- 
tandosi di quantità immaginarie, queste regole indurrebbero in 
errore, se non venissero accompagnate da alcune osservazioni 
che riguardano le proprietà delle equazioni a due termini. 

Per esempio , la regola del n.“ 16i dà immediaUmente 

^ — a X ^ — a = a X — a = t 

e se si prendesse -j- a per ^ a* il risultamcuto sarebbe visi- 
bilmente falso , perocché il prodotto a X — a, es, 

sen^ il quadralo di — a , dee ottenersi togliendo via il 
radicale, ed è per conseguenza eguale a — a. 

Bézout ha benissimo spiegata questa difficoltà , osservan- 
do che quando s’ ignora di qual maniera sia stato formato it 
quadrato a*, e se ne domanda la radice, dee assegnarsi egual- 
mente o e — a; ma che quando si sa anticipalamenle quale 
di queste due quantità sia stata moltiplicata per sé stessa a li- 
ne di produrre a\ non è più permesso , allorclié si ritorna 
sui propri passi , di prenderne un’ al tra. Q uest o cas o è evi- 
dentemente quello deir espressioue ^ — a X ^ — a • >> sa 

allora che la quantità a*, posta sotto il radicale ì^eF, deriva 
da a moltiplicata per — a ; cessa dunque 1’ ambiguità ; o 
quando si ritorna alla radice , bisogna scrivere — a. 

Lo stes^ imbarazzo avrebbe pur luogo relativamente al 

prodotto »xy " « » se non fossimo indotti dal non esservi 

27 
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alcun segno — nell' espressione a prendere immediatamente il 
valor positivo di ^ a*. Avrebbe dovuto altrimenti riflettersi che 
in questo caso a* venendo da o moltiplicata per • la 
sua radice dee necessariamente essere a. 

Questi ragionamenti non lasciano alcun dubbio sul caso 
particolare che si è considerato ; ma ve n' ha di altri che non 
possono spiegarsi chiaramente che mediante le proprietà delle 
equazioni a due termini. 

■4 __ 

173. Se, per esempio, si domandasse il prodotto — 1 , 

riducendo il secondo radicale al medesimo grado del primo 
(n.° 169), si avrebbe 


x*^(— 1)* = X ^ + i = Ka , 


risultamcnto reale, benché sia evidentissimo che la quantità 

4 _ ____ ' 

reale a, moltiplicata per la quantità immaginaria ^ — 1 , 
debba dare un prodotto immaginario. Non bisogna credere in- 

4 

tanto che I' espressione Va sia del tatto falsa, ma solamente 
che essa vien presa allora in un senso troppo particolare. 

4 

In fatti l^a , considerata algebricamente, essendo respres* 
sione deir incognita x nell’ equazione a due termini 

— a = 0 , 


è suscettibile di quattro determinazioni differenti (n.° 159); poi- 
ché se si fa a = a', rappresentando con a il valor numerico 

4 

di yS", astrasion fatta dal suo segno, ovvero la determina, 
zione aritmetica di questa quantità, si avranno i quattro valori 


ax + 1. «X — 1. aX + ^ — 1. «X — ^ — 1, 


dei quali il terzo è precisamente il prodotto proposto. 

.Con lieve riflessione facilmente si conoscerà la cagiono 
dell' ambiguità testé osservata. Elevando a quadrato la quan- 
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tìM — 1, per Irasformare il radicale del secondo grado io uno 
del quarto , si perviene a 1 . che può nascere tanto da 
4 - 1 X + 1 . quanto da — 1 X — l,\i qual cosa inUoduce 

nella quantità Kt nuo ve dete rminazioni + 1 e — 1, 

che non si trovano affatto in KTT. 

Lo stesso accade generalmente per effetto dello moltipli- 
caiioni che si eseguono sotto i radicali (n.® 171); ed il prodotto 

dipende da un’ equazione del grado mn , il che 

IH A 

può ancora comprendersi osservando che |/’a ® Kò dinotano 
i valori di a; e di y nelle equazioni 


X” = a , y" 


b (n.® 159). 


Cosi se si elevano i duo membri della prima alla poten* 
za n , e quelli della seconda alla potenza ta , si avra 


a’»" = a” , y"*" = b”* ; 

e moltiplicando queste nuove equazioni membro per membro 
ne risulterà 


l 


g.mnymrx _ (ay)"''* 




e di qui 


mn 



D'altra parte si concepisce facilmente che il prodotto ary 
debba avere om determinazioni , poiché per formarlo , può 
combinarsi successivamente ciascuna delle m determinazioni 
di X con ciascuna delle n determinazioni di y , il che da mn 

risultainenti. i • 

Quando trattasi di quantità reali . la scelta non è imba- 
razzante . perchè il numero delle determinazioni di questa 
specie non supera giammai due (n.® 157) , e queste due de- 
terminazioni non differiscono che pel segno. 

174. Facendo uso della trasformazione adoperata nel n.» 
159 , si fa cadere tutta la difficoltà sulle radici di + 1 , o 
di 1 ; perciocché se si pone ® = •»< ed y — l*» » « e /* 
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dinotando le determinazioni numeriche di K® # V^b • Sflnra 
aver riguardo al aegno , le equazioni 

*-q:«z=0, y" + 6= 0, 

diventano 


rrpi^o, «*»q:i=.o, 

e ae ne ricava l' espreasione 


w « tn „ 

ary = V + a X ^ ± '* =s = ai* ^ ‘:t 1 X I , 

nella quale «jS rappresenta il prodotto dei nqmeri Va Vb 
ovvero la di-terminazione aritmetica della radice del Grado mn 
del numero a”b°'. ® 

Quando ai vorrà particolariz«are il prodqtto dei radicali 

Wl w 

^ Z a, y ± 6 per una determinsizione apeciale di questi 
radicali , bisognerà trovare , mediante le equazioni ^ 


rZi-Q, 


l4- 1 = 0 . 


Del reato questo operazioni non si presentano ordinariamen- 
te che per alcuni casi assai semplici , di oui i principali sono: 


■— a X ^ — à: 


Fó X C^x 


, (V Quando l'esponente m è dispari , 
quando è pari , ciò non Ita luogo. Allorcbé 
va die 


* 

^ — i = •— ^ -4-1 ; ma 

) per esempio, m == 4. si tra- 


yt + 1 =s (yi 4. J, Kr+ _ y Kl 1) ; 
ed eguagliando a zero ciascuno di questi rattori, si ottengono le quat- 
tro espressioni dlK'’- ( si vegga il Complemento. ) 
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tolgo il st'gno radicale in ^ — 1 , ed ottengo 

X l^àb: 

2.« a X fr=s ^Ó6 xC^*^ — 0’ ; 

non moltiplico qtii — t P<’r 1 , perchè cadrei sull’ ambiguità 
notata nel n.° 173 ; ma osservo che il quadrato della radice 
quarta di una grandezza non $ ^Urq cosa che la radice qua- 
drata di essa . e cosi risulta 

X X y : 

fi £ 

sr: X ~ 1 =» — . 

1'rovere|>bon8i in tal mpdo risuHamenli allctpsltY^tneple 
reali od immaginari. 

Sei calcolo degli eeponenti frazionari, 

17p. Allorquando ai segni radicali si sostituiscono gli 
esponepti frazionari corrispondenti (o.“ 132) , l’ applicazione 
immediata delle regole degli espoiwnti dà i medesimi risulta- 
menti che ai ottengono coi metodi, usati nel calcolo dei radicali» 
^n (atU , trasformando , per esempio , 

ihv . 

li 11 

in • , 

si avrà 

5 S 3 0 3 1 

KÒV X ^a'e' =r o’V X oV =s 

a’ a Jj..g . _ g,f) . 5 
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osservando poi che | = 1 4~ I che In conseguema 
a® = 0 *’*’* r= a X a® (o.®25); 


* * * 

e che equivale a r ab’b' , verrà 


S 5 5, 

a’6* X KaV=:o^ aò’c* 


risultamento non solo esatto , ma ridotto ancora alla sua più 
. senaplice espressione. 

Sia V esempio generale y^àPbf X i radicali propo- 

sti si trasformeranno io 

P <! r_ » i 

a™ 6"» , 6** c" . 


• verrà , per la regola degli esponenti (o,® S!5 ) , 


r $ 


£ q r s 


Se ora si vuole eseguire l' addizione delle frazioni — , - > " 

m n • 

bisogna ridurle allo stesso denominatore ; ed a fine di dare , 
uniformità ai risultamenti, bisogna tare altrettanto sulle fra- 
P < 

tiool - I - : 81 otterrà cou questo mezzo 
m •• 


np 1*9+ *nr fni 
flìmi t mn ^mn . 


f 
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e pasiaodo ai radicali , si ha , come nel n.** 171 , 


tn n mn 

V7? = l/tV = l/„"v’+ 


176. La divisione si esegao colla stessa facilità: si ha, per 
esempi» 


!» » 

-77 * t:,! ■ { “•'M. ) 

aV a’ ® c* 

il che si riduce a 

65 


e passando ai radicali , si ottiene 
s ___ 

Ki‘c 


Si ha in generale 


, E i fi* 

r oV _ o” b® 

n ~~ 1 L ■ • 

» 6** c*' 

r b e 


e riducendo allo stesso denominatore gli esponenti Azionari, 



y'a^b' 
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per eseguire la aottraxione indicata . ai troverà 



np n^— mr 
mn i w>n 

a 0 

m» 

^mn 


mn 



np nq — rm 
a 0 


fn< 

c 


È facile il vedere che la riduzione degli esponenti frazio- 
nari alio stesso denominatore fa qui le veci della riduzione 
dei radicali alto stesso esponente , o conduce precisamente 
agli stessi risultamenti (n.° 171). 

177. È pure evidentissimo per la regola del n.“ 127, che 



• per quella del n.° 129 , che 


« n m» 


Il ealeolo degli esponenti frazionari è uno degli esempi 
più notabili dell’ utilità dei segni , quando questi sono scelti a 
proposito. L’ analogia che regna tra gli esponenti frazionari e 
gli esponenti interi , rende le regole che bisogna acuire nel 
calcolo di questi ultimi , applicabili a quello degli altri, men* 
tre ci han voluto ragionamenti particolari per iscoprire le re- 
gole del calcolo dei radicali, pcrchò il segno cheli espri- 
me , non ha alcun legame con le operazioni che li generano. 
Quanto più ai progredisce nell’Algebra , tanto più si conoscono 
1 numerosi vantaggi prodotti in questa scienza dalla notazione 
deg^i esponenti , immaginata da Descartes. 
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Teorica gtneralt dette equazioni; 

i78. Le equazioni del primo e del secondo grado, a par- 
idr pròprtameUte, sonò la sole di cui si abbia una risoluzione 
completa; non per tanto delle equazioni di grado qualunque sono 
State scoperte talune proprietà generali, che non solamente porgo- 
no i mezzi per risolverlo quando esse equazioni sono numeriche, 
ma olirono altresì numerose conseguenze per le parti più ele- 
vato deir Algebra. Queste proprietà sono relative ad una forma 
particolare sotto la quale ogni equazione può esser posta. 

Un’ equazione di qualunque grado nella massima sua ge- 
neralità dee contenere tutte te potenze dell' incognita . da 
quella del suo grado fino alla prima inclusivaiilento , molti- 
plicate , ciascuna , per quantità cognite , cd in oltre un ter- 
mine del tutto noto. 

L’ equazione generale del quinto gradò , per esèmpio , 
conterrà tutte le potenze dell’ incognita dalla quinta fino alla 
prima inclusivamèhte; e se vi sono più termini alletti dalla me- 
desima potenza dell’incognita, bisognerà concepirli riuniti in 
un solo , come si è fatto per le equazioni del secondo grado 
nel n.° 108. Di poi si trasporteranno, come si è fatto nell’an- 
zidetto numero , tutti i termini dell' equazione in un sol mein- 

Ì ro ; r altro sarà necessariamente uguale a zero ; e si ren- 
erà positivo il primo termine , cangiando , Se bisogna , tutti 
i segni dell’ equazione. 

Si avrà con questo mezzo un’ espressione della forma se- 
guente : 


-|- px* -f- 9 ®^ -f rx* s» -H I = 0 , 

nella quale giova osservare che le lettere n, p, q, r, s, t pós- 
sono rappresentare indifferentemente tanto numeri negativi 
quanto numeri positivi ; poi dividendo tutti i termini per n , 
a fine di non lasciare al primo termine che 1' unità per coef- 
ficiente ■ c facendo 

t = p:i=,Q, l c=R, L = s, L == r, 

n n n n n 

•terrà 


«5 -t- Pjc* -t- -f- Ri' Se -\r r =r0. 

28 
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Da ora innanzi «apporrò che le equazioni siano state sem- 
pre preparate come si è fatto qui aopra, e rappresenterò l’e- 
quazione generale di un grado qualunque con 

«»* + + <?*"“•. . . . + ra-’ + V=zO. 

L' intervallo indicato dai punti sarà riempilo , allorché si as- 
segnerà all'esponei te n un valore particolare. 

Ogni quantità o qualunque espressione , sia reale . sia 
immaginaria , la quale . sostituita in luogo dell’ incognita x 
in una equazione ordinata , cioè preparala come qui sopra , 
ne rende il primo membro eguale a zero , e per conseguenza 
soddisfa alla quistione , si chiama la radice dell’ equazione 
propotla ; ma come qui non si tratta di potenze , questo si- 
giiiGcalo è più generale di quello che s no ad ora si è atlii- 
buito alla parola radice (n.‘ 90 e 129j. 

179 Ecco una proposiziono analoga a quelle dimostrate 
nei n.' 116 e 159 , e che dee riguardarsi come fondamentale. 

Sendo rappresentata da a la radice di una equazione qua- 
lunque 

x” + + Qx"-* +Tx+U=0, 

tl primo membro di questa equazione sarà divisibile esattamen- 
te pel binomio x — a. 

In fatti , poiché a è un valor di x, si ha necessariamente 

o" + Po" ■' + +ra+l7 = 0. 

e per conseguenza 

If = — o« — — Taì 

ond' è che I' equazione proposta è identicamente la stessa che 



e riducesi ad 

-o” + P ( + Q (aj**-* — a"“‘) ? n 

r(«— a) * 
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Ora estendo le quantità 

a:** — a** , a’*'”* — o"~* , x '^~‘ — a"“* .... x — a 

latte divisibili per a; — a ( n.° 158 ), è evidente che il primo 
membro dell'equazione proposta avrà tutti i suoi termini divi< 
sibili per questa quantità , e sarà per conseguenza divisibile 
per X — a, come lo esprime l’enunciato delia proposizione (*). 

180. Per formare il quoziente , altro non dee farsi che 
sostituire in luogo delle quantità 

X** — o" . x"~' — o**— * , — 0”^* , . . . x—a 

i quozienti i-he danno , quando vengono divise per x — a , 
i quali sono rispettivamente 




. . . . + o” * 

+ 

ax”-' 

. . . . + a"- 


x"-’ 

a"-’ 



+ t. 


f) D’ Alembert prova la stessa proposizione nel modo seguente. 
Se si concepisca che il primo membro dell’equazione proposta sia 
diviso per X — a, e obe l’operazione sia spinta fino a che siano esan- 
rìti i termini affetti da a; , il resto, se ve ne sarà uno, non potrà 
contenere x- Rappresentandolo con R , e chiamando Q it quozienta 
qualunque al quale si sarà pervenuto , si avrà necessariamente 


x’^-r Px"~^ + ec. = -a) R. 

Ora , quando in luogo di x si sostiinisce a , il primo membro 
si annulla , uerchè o è il valore di x ; il termine Q (x — a) svanisce 
pare , a cagione del fattore x — a che diventa zero : si deve dunque 
avere fi = 0, e ciò indipendentemente dalla soslitnzione ; perchè que- 
sto resto non contenendo x , non può effettuarvisi la sostituzione, ed 
anche dopo la sostituzione conserva il valore che prima aveva. 

Segue da ciò, che in tulli i casi è fi = 0, e che per conseguenza 

+ Px” * -f <?x” ^ -h ec. è divisibile esattamente per x — a. 
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Ordinando il riaullamenlo secondo le poleoze di x , si troverà 

flx’»'* 4- o’»"-* -I- a"“‘ 

+ + ftx*»-’ 4 Pa**- 

+ <?*"•’ -f ean'* 


4 T. 

181. E^li è cliiaro , mediante le sole regole delta diyi- 
aionc , c|ie il primo membro dell’ equazione 

X” 4 Px^-' 4 4 cc. si Q 

essendo, divido per x — a , darà uq. quoziente della formai 

x«-‘ 4 4 4 ec. 

P', (p. ec. dinotando miantilà cognite diflerenti da P, Q, ec.; 
si avrà dunque ' 

4 P«"“* 4 (® — 4 P'«*'** 4 ec.^ ; 

e giusta r osservazione del n.°. 116 , l'equazione proposta s; 
verificherà di due maniere , cioò , facendo 

X— as=0, 0 x*^*'4 4 ec. =a Oé 

Se intanto I' equazione 

x’*" 4 P'x"** 4 ®c- 0 

Ita qna radipe 6 , il spo prinio p^embro sarà divisibile) per x 
— b ; e si avrà pure 

’ x"-‘ 4 Fa:"-’ 4 ec. = (x — 6)(xn« 4 p/a:"'* 4 ec.) , 

# 

^ per conseguenza 

x" 4 Px"'< 4 ®®- *= — fl)(x — fc)(x""’. 4 F'x”-*4 ec.) : 

l’equazione proposta potrà dunque verificarsi in tre maniere, 
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cioè > facendo 

ar— flz?=0 / 0 X— i==Q , 0 -f cc. — Q. 

Se r ultima di queste equazioni ha una radice e , il suo 
primo membro si scomporrà anche in due fattori , 

a- c , + ec. , 

0 sj avrè 

ap" + Pxn~^ + co. 

ss (a? a]{x — b)[x — c)(a:’‘“’ + ec.) ; 

dal c^e si scorge che l'equazione proposta potrà yerificarsi di 
quattro maniere 1 cioè , facendo 

a-rO=Q, ap — è— Q- a- ccsO. a"~’ + + cc. = 0. 

Continuando a ragionare in siflatta guisa» si otterranno suc- 
cessivamente fattori di gradi 

» — 1^, « — 5, n — 6, ec.; 

e se ciascuno di questi fattori, eguagliato 3 zero , è suscetti- 
bile di una radice , il ptinio membro deli’ equazione proposta 
sarà ridottoi alla forma 

(ar >«- a)(q? — à)(aj r- e)(pB — r d) I). 

vale a dire , sarà risoluto in tanti fattori di primo grado , 
quantp sono le unità dell’esponente n del suo grado. L’equa- 
zione 


aV+Pa;»— -f ec. ss O , 

potrà dunque verificarsi in n maniere, cioè, facendo x — a=ft, 
«l'purc a? — è = 0 , oppure « -r- c = 0 , oppure a? — d = Q, o 
finalmente x — I = 0. 

Bisogna .bene osservare che queste equazioni non debbono 
essere riguardale come vere che alternativamente, c che si ca- 
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(Irebbe in manifeste contraddizioni , se si supponesse che le 
medesime avessero luogo nello stesso tempo. In fatti da 
(c — a = 0 si trae x = a , mentre « — 6 =s 0 conduce 
ad X = ( , conseguenze che non possono accordarsi quan- 
do a e 6 sono quantità disuguali. 

182. Il primo membro dell’ equazione proposta 

a" + 4-ec.=0 

essendo risoluto in n fattori di primo grado 

X — a, X — 6, X — e , x — d .... x — l, 

non potrebbe essere divisibile per alcun’ altra espressione di 
questo grado. Imperciocché . se la divisione per un binomio 
X ■- a. diflerente dai primi , fosso possibile , si avrebbe 

x" + + ec. = (x - « )(x» ‘ + px"-* + ec.) , 

c per conseguenza 

{x — a)(x — 6)(x — c){x — d) (x — 1) 

= (x — a'x"'"' + px«~* -f- ec. ) ; 
ora , cangiando x in si ottiene 

(a — a)(« — b){a — c)(a — d) .... {a — /) 

= ;a-a][«’*~‘+Pa'‘~’ + ec. ); 

il secondo membro svanisce a cagione del fattore nullo a— a] 
ma non accade lo stesso del primo , che è il prodotto di fat- 
tori tutti differenti da zero , finché a differisce da ciascuna 
delle radici a^b, e, d....l; la supposizione non è 
dunque vera ; laonde una eqmzione (Pun grado qualunque non 
può ammellere più dititori binomi di primo grado di quel che 
vi siano unUà nell’ esponente del suo grado . e non può avere 
per conseguenza un maggior numero di radici (*]. 


(*) Questa dimostrazione molto più semplice di qnelia che io aveva 
data nelle edizioni precedenti , è tratta dagli Annali di Matematiche 
pubblicati dal Sig- Gergonne. (Vedete il T- IV, pagina 209 — 210, nota). 

Cade qui a proposito t’osservare che il binomio x — « non pnù 
dividere il prodotto dei binomi x — a, x — 6, ec., perchò è primo 
con i fattori x — a , x — b, ec. di questo prodotto , proposizione 
che si estende a tatti i polinomi della forma x’” ìRt'”"' ec. So- 

atilnendo questi polinomi ai numeri nei ragionamenti del n.° 97 , ai 
dimostrerà facilmente che ogni polinomio ohe divide il prodotto di 
due polinomi A e B , e che è primo con uno di questi polinomi , di- 
vide neceuariamente l'altro. 
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183. Riguardando una equazione corno il prodotto di un 
numero di fattori 

4? — o, X — 6, X — e , X — d,ec. 

eguale all’ esponente del suo grado , essa prenderà la forma 
del prodotto indicato nel n." 135 . con questa sola modificazio- 
ne, che i termini saranno alternativamente positivi e negativi. 

Limitandoci , per esempio , a quattro fattori , avremo 

— ax^ -f* abx' — abex -f- abed =i 0. 

— bx^ -j- OfX' — abdx 

— cx^ -J- adx^ — aedx 

— dx* + fcf®’ — bedx 

-f- bdx* 

4- cdx* ■ 

I secondi termini dei binomi x — a , x — b , x — c, cc. 
essendo le radici dell' equazione , prese con un segno contra- 
rio , le proprietà osservate nel n. 135 . e dimostrale in ge- 
nerale nel n.° 136 , avranno luogo pel caso attuale nella ma- 
niera seguente : 

II eoeffieiente del secondo termine , preso eoi segno eonlret’ 
rio , sard la somma delle radici ; 

Il eoefj^iente del terzo (emine sarà la somma dei prodotti 
delle radici moltiplicale a due a due ; 

Il coefficiente del quarto termine , preso col segno contrario, 
sarà la somma dei prodotti delle radici .moliiplieate a tre a tre, 
e cosi di seguito , osservando di cangiare il segno dei coeffi- 
cienti dei termini di posto pari ; 

L' ultimo termine , sottomesso come gli altri a questa 
leggo , sarà il prodotto di tutte le radici. 

Eguagliando, per esempio, a zero il prodotto dei tre fattori 

* — 5, 
si formerà I' equazione 

+ 2x* — 23x ■— 60 ss 0 , 
di cui le radici saranno 

-f5, -4, -3- 
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18&. Quando si considera una equazione come formata 
dal prodotto di più fattori semplici , ossia di primo grado, si 


ana radice , sia reale , sia immaginaria , la qaat cosa non sembra fa- 
cile a farsi negli elementi , e per avventare non è quivi necessaria : 
del resto si possono vedere net Complemento le riflessioni che ho 
fatte intorno a questo soggette. 

Formando le equazioni 

— a — b — c — d = p, 
afr •{- oc -i- od Jc -f- M cd = q, 

— «afte ~ ab4 — aod — bed — r , 

abed — t , 

per cavarne 1 valori delle lettere a , b , e , 4 , che sarebbero le radici 
dell’ equazione proposta > ti calcolo rinscirebbe ceroplicatissimo , seti 
volesse tenere l’andamento del n.° 78 nella determinazione delle in- 
cognite a, b, e, 4; ma se si moltiplica la prima delle equazioni scritte 
qui sopra per , la seconda per a' , la terza per a, e si sommaao 
questi tre prodotti con la quarta , membro a membro , pi avri 

— 0 * = po’ -j- qa’ -i- ra », 

dalla quale equazione con ana semplice trasposizione si conchiude 

o4 -f- po’ -i- qa* -}• ro 4- a = 0. 

Questa equazione contiene a solamente senza altra ignota , ma 
essa è interamente simile alla proposta : la difficoltà di ottenere a é 
dunque la stessa che quella di ottenere x. 

Cosi, siccome l'ba detto Casiillun ( ilem. di Berlino, anno 1789 ); 

» Si prova bene in tutte le Algebre , che col prodotto di parer- 
» chi binomi semplici si forma un’ equazione di quel grado che si 
» vuole, ma non si è dimostrato che un'equazione formata con la 
» moltiplicazione di più binomi semplici , phò avere quei coefficienti 
» che si vogliono. » 

Se invece di moltiplicare le tre prime equazioni in a, b , c . 4 
per a' , a‘ ed a rispettivamente , si moltiplicassero per b*, b'' e b, a 
per c’, c' e e , o per d^ , d' e d , e si sommassero pura i prodotti 
colla quarta, si avrebbe nel primo caso 

— à* = pfcJ -j- qà* -H ri ■+• », 

nel secondo , 

— C* = po' -h qc’ -J- re + », 

nel terzo , 

— d' = pd* -l- qd* rd -}* I ; 

da ciò segno che . tanto per avere a, quanto per avere à, «e. si ricade 
sulla stessa equazione. Infatti le quantità a, b, e, 4, essendo tutte 
disposte della stessa maniera in ciasoona equazione, non v’è ragione 
sufficieoie perchè I’ una sia determinala da certe operazioni differenti 
da quelle che determinano 1' alira ; ed in generale, se, nella ricerca di 
più quantità' ignote, si è ncll'obbligo d'impiegara per ciascuna gli stessi 
ragionamenti , le stesse operazioni c te stesse quantità cognite, tutte 
queste quantità saranno necessariamente radici d'nna stessa equazione. 
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prova (n.® 182) che non ne può avere che un numero indi- 
cato dall' esponente n del grado di essa ; ma se si combina- 
no questi fattori a due a due , si formeranno qnanlilà di se- 
condo grado, che saranno anche fattori dell’ equaiiono pro- 
posta , il numero dei quali sarà espresso da 

(n.®140). 

1.2 ' 

Per esempio , il primo membro dell' equaiiona 

X* — a*’ + abx* — abcx -f- abed = 0 

— bx^ + OCX' — abdx 
— Cd!* + adx* — aedx 

— (fa* 4- bex' — bcdx 

-j- bdx' 

-j- cdx' 

essendo il prodotto di 

(x — a) X (« — 4) X (« — e) X — dì , 

può scomporsi in fattori di secondo grado nelle sei seguenti 
maniere : 

(x — a) (« - b) X {« — e) (* ~ d) 

(X — a) (x — c) X (* — b) (x — d) 

(x — o) (X — <i) X (® — b) (x ~ c) 

(x — b) (x — c) X (« — fl) {* — <*) 

(x — b) (x — d) X (® — a) (® — c) 

(x — c) (x — d) X (« — a) (* — b) ; 

e ne risulta che un’ equaaione di quarto grado può avere sei 
divisori di secondo grado. 

Combinando i fattori semplici a tre a tre, si formeranno 
i divisori di terzo grado della proposta ; per un* equazione del 
grado » , il numero ne sarà 

n{n — l)(n — 2) 

1.2.3 

e cosi di seguito. 
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Dell eliminaxiom tra le eguazioni dei gradi 
iuperiori al primo. 

185. Ls regola del a.° 78 . o il metodo del o.** 84 , ba* 
sta sempre per eliminare tra due equazioni un’ incognita che 
non superi in esse il primo grado , qualunque sia del resto 
quello delle altre incognite ; e quando anche l’ incognita non 
fosse al primo grado che in una gola delle equazioni proposte, 
pur tuttavia la regola del n.° 78 vi si applicherebbe ancora. 
Se si hanno , per esempio , le equazioni 

flx* 4* 

ar* 4" jy = ** * • 

si prenderà nella seconda il valore di y , che sarà 


y 


n* — 


X* 


X 


sostituendo questo valore ed il suo quadrato io luogo di y e 
di y' nella prima equazione , si otterrà un risultamento in x 
solamente. 

186. Sa le equazioni proposte fossero ambedue di se* 
condo grado rispetto all' una ed all’altra incognita, non si po- 
trebbe applicare il metodo precedente se non risolvendo una 
delle equazioni o per rapporto ad a; , o per rapporto ad y. 

Siano , per esempio , le equazioni 


la seconda dà 


ax' -|- hxy 4" cy’ = , 

«’ 4- y' = » * : 



sostituendo nella prima questo valore di y ed il suo quadra- 
to , si otterrà 

oa’ + f a; n“ — x' 4" ® ~ ■**) = ”*’• 

Ei pare che l’eletto proposto sia stato .adempiuto , pe- 
rocché questo risultamento non contiene più l’ incognita y ; 
ma non si può risolvere I' equazione in x senza ridurla pri- 
ma ad una forma razionale , facendo da essa sparire il radi- 
fale sotto di cui trovasi inviluppata l’ incognita. 
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B facile vediTe che se il radicale fosse solo in un mem' 
bro , si farebbe sparire elevando a quadrato questo membro ; 

riunendo dunque, con la trasposiaione dei termini + 

cd «!'* , tutti i termini razionali in un sol membro , si avrà 


ax* c («* — X') m* =* tp 6x n’ — , 


e prendendo il quadrato di ciascun membro , si formerà I’ e- 
quazione 


«V -f c*(i»*— »’)* + «»'• 

2acrc’(ii’ — x'j 2om*ar’— 2cn»’(n’’— »*) 



b’x'{n'—x'). 


che più noti contiene radicati* 

L' andamento ora tenuto per eliminare |t radicale , vuoi 
essere ben notalo , perchè si ha spesso occasione di fama 
Uso ; esso consiste nell' isolare il radicale che $i vuole elimina- 
re, ed in seguilo nell' elevare i due membri dell’ equazione alla 
potenza dinotala dal grado di questo radicale. 

187. La coihplicazione di questo procedimento , che di* 
viene grandissima quando vi sono p ù radicali , unita alla dif- 
ficoltà di risolvere l una delle equazioni proposte per rapporto 
ad una delfe incognite , diflicoltà che è sovente insormontabile 
nello stato attuale dell’ Algebra , ha fatto cercare un metodo 
per mezzo del quale si potesse senza di ciò eseguire I’ eliroi* 
u azione ; di maniera chu la risoluzione delle equazioni fosse 
l'ultima delle operazioni necessarie alla risoluzione dei problemi. 

Per rendere i calcoli più facili , ài mettono le equazioni 
a due incognite sotto la forma di equazioni ad una sola iuco- 
giiita , non lasciando io mostra se àop quella incognita che si 
vuole eliminare. Se si avesse , per esempio , 


«* + axy bx = ejf' dy e , 

trasporterebbonsi tutti i termini in un sol membro , ordinali* 
doli per rapporto ad a; ; e verrebbe 


«* + (ay + fc) « — e'y — dy — e =a 0 ; 
e facendo, per abbreviare , 

ay + 6==P, — c’y — — 

*i avrebbe 

X' ’h Px+ Q=0, 
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t/ equazione generale del grada m a due incognito deve 
contenere tutte le potenze di a; e di y , che non sorpassano 
questo grado , come pure i prodotti nei quali la somma degli 
esponenti di a; e di y non si eleva al di sopra di m ; adun* 
quo r equazione generale del grado m a due incognite può 
rappresentarsi nel modo seguente : 

+(p 4- ?y + + p> -i- q'y + >‘V— + 

In questa equazione non si dà alcun coeHìciente diverso 
dall’unità ad x” , perchè si può sempre, mediante la divi- 
sione , liberare dal suo moltiplicatore quel termine che si 
vuole in una equazione , e se si fa 

tì-f 6y , c-f dy + <y’== <? , f + gy hy' hy' = R , 
P + gy + »\T~' = T,p‘-{-q'y + vhj” = V, 

V 

I' equazione di sopra prenderà la forma 


. . . . -f Tas + £/ = 0. 

188. Util cosa è il notare che 1’ eliminazione di x tra 
due equazioni di secondo grado 

4- + 0 = 0-, P'a + O* = 0 

può eseguirsi immediatamente togliendo dalla prima la tecon* 
da equazione. Questa operazione dà 

(J* - P») * + 0 - (y = 0 , 

e quindi ^ ; 

sostituendo questo valore in una delie dite equazioni proposte, 
per esempio , nella prima , si troverà . 
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facendo tparire t deDominatori , ai avrà 

(Q — Q,y p [P - |*j (Q — + 0 {P— pi)* -, 0; 

e mettendo P — P* per fattor comune nei due ultimi ter* 
roini , verrà 

[Q - O*)* + (P - P'm QP*) = 0. 

Non rimarrà niente più da fare , salvo che sostituire in 
luogo di P , , 1* e Q' i valori particolari al caso che si 

esamina. 

189. Prima di passare più avanti , dimostrerò in qual 
maniera si riconosca che il valore di una qualunque delle in- 
cognite soddisfaccia nel medesimo tempo alla due equazioni 
proposte. A fìne di fissar meglio le idee , prenderò un esem- 
pio particolare ; ma non per questo il ragionamento sarà me- 
no generale. 

Siano lo equazioni 


a'- + 3x’y -t- — 98 = 0 (1) . 

x’ -f àjcy — 2y’ — 10 = 0 (2) , 


che supporrò date da una quistiono in conseguenza della qua- 
le sì dee avere y = 3. 

Per verificate quest’ ultima asserzione , bisogna dapprima 
sostituire 3 in luogo di y nelle equazioni proposte , il che dà 


»» + 9x* -I- 27« — 98 = 0 (a) , 

a’ 4- 12« — 28 = 0 (b) , • 


equazioni che debbono ammettere il medesimo valore di x, se 
quello che si è assegnato ad y , è vero. Se si dinota con « il 
valore di x . bisognerà , in virtù di ciò che è stato dimo- 
strato nel n.<* 179 , che l’equazione (aj e l'equazione (b) sia- 
no divisibili entrambe per àe — a ! avranno dunque un 
divisore comune di cui x — • dee far parte ; ed in fatti si 
trova X — 2 per questo comun divisore (n.° à7]: si ha dun- 
que « cs: 2. Cosi il valore y = 3 conviene alla questione , 
e corrisponde ad j; p= 2. 

Se restasse qualche dubbio che il comun divisore delle 
equazioni (a) e (b) dovesse date H valore di x , si toglierebbe 
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otiervando che quelle equazioni riduconsi ad 

(«' + 11« + W) (* — 2) = 0 , 

(« + 14) (ar — 2) = 0 , 

donde li scorge che esse sono soddisfatte allorché vi si pono 
2 in luogo di X. 

190. Il merzo da me ora indicato per trovare il valore 
di X quando quello di y è noto , può applicarsi immediata- 
meule all' eliminazióne di x. 

In fatti quando si opera sullo equazioni (1) e (2) , coma 
se si volesse trovare il loro comun divisore in x , in vece di 
pervenire a questo divisore , si giunge ad un resto che non 
contiene altro che I' incognita y e numeri dati ; ed è evidente 
che se vi si ponesse in luogo di y il suo valore 3 , esso resto 
dovrebbe annullarsi , poiché, mediante la stessa sostituzione, 
le equazioni (1) e (2) diventano le equazioni (a) e (b) , le quali 
hanno un comun divisore. Eguagliando dunque questo resto a 
zero , verrà ad esprimersi la condizione alla quale i valori di y 
debbono soddisfare . perchè le due date equazioni potessero 
ammettere nello stesso tempo un medesimo valore per x. 

Il quadro qui annesso contiene le particolarità dell' ope- 
razione relativa alle equazioni 

x’ -}- 3x’y 3xy* — 98 ss: 0 , 

X’ + 4xy - 2 y’ — 10 s= 0 . 

delle quali mi sono occupato nel numero precedente : si tro- 
va per r ultimo divisore 

(9y‘ -f 10) X - 2y’ — lOy — 98 ; 

ed il resto essendo eguagliato a zero , dà 

43y« + 345y^— 1960y’ + 750y’ — 2940y — 4»>2 = 0 . 

equasione che ammette non solamente il valore di y a 3 ìa« 
dicalo qui sopra , ma ancora tutti gli altri valori di y di cut 
la quistione proposta è suscettibile , e per questa ragione tale 
equazione prende il nome di eyvasione finale. 

Il resto soprascritto essendo annullato , il penultimo resta 
diventa il divisore comune delle equazioni proposte , di maniera 
che eguagliandolo a zero , darà il valore di x , allarahè vi si 
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pone quello di y. Sapendo, per esempio, che y => 3 , ai met> 
lerà questo numero nella quantità 

(9y’ + 10) X — 2y^ _ lOy _ gg , 


che si eguaglierà in seguilo a zero , e verrà l’ equazione di 
primo grado 

91« — 182 = 0 , da cui si trae x es 2. 

191. L’operazione che ho eseguita sopra equazioni par- 
ticolari , può applicarsi egualmente ad equazioni qualunque 

X” + l»x"-‘ + 0®""* + .... + Tx + £/=: 0 . 

x" + Px"-’ + O'x"— -f B'x"-’.... -f Tx+ U'=:0. 

eve la seconda incognita è involta nei coefficienti P , Q , ec,, 
P' , Q' , ec.; r eliminazione dell’ incognita x si efTcttuurà cer- 
cando , come di sopra , il massimo divisore comune ai primi 
membri di queste equazioni , ed uguagliando a zero il resto 
indipendente da x. 

Il calcolo , generalmente assai complicato , può ricevere 
nei casi particolari parecchie utili semplicizzazioni ; ma mi di- 
lungherei di molto entrando nelle particolarità delle medesi- 
me ; e d’ altra parte sono esse assai facili a trovarsi : sup- 
porrò dunque che nel corso dell' operazione non si tolga via 
alcun fattore in y che fosse comune a tutti i termini d’ un 
medesimo resto , e mi limiterò a spiegare i risultamenti che 
potrebbero recare imbarazzo. Primieramente potrebbe avveni- 
re che il valore di y rendesse nullo da sè il penultimo resto; 
allora il resto precedente , ovvero quello nel quale X trovasi 
al secondo grado , diverrà il divisore comune delle due equa- 
zioni proposte- Ponendovi il valore di y , ed eguagliandolo in 
seguito a zero . si avrà un' equazione di secondo grado in x 
solamente, di cui i duo valori corrisponderanno al valore co- 
gnito di y. Se questo valore rendesse ancora nullo il resto di 
secondo grado , bisognerebbe ricorrere al precedente , ove x 
monterebbe al terzo grado, perchè esso sarebbe in questo caso 
il divisore comune delle due equazioni proposte ; ed il valore 
di y corrisponderebbe a tre valori di x. In generale bisogne- 
rà risalire sino al resto che non si annulla con la sostituzio- 
ne del valore di y. 
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Ancora può incontrare che non ai trori alcun reato , op- 
pure che il resto non racchiuda che quantità note. . 

Nel primo caso le due equazioni hanno un divisor co- 
mune senza alcuna det^minazione di « ; esse sono adunque 
della forma 


J) essendo il divisore comune. É manifesto che si soddisfa ad 
ambedue nello stesso tempo , facendo primieramente D :àr:0\ 
e questa equazione determinerà ima delle incognite per mezzo 
dell’ altra , «quando il fattore D le conterrà entrambe ; ma se 
esso non contiene che quantità date ed te , questa incognita 
sarà determinata e I’ altra resterà del lutto indeterminata. In 
quanto ai fattori che non contengono x , possono questi otte- 
nersi giovandoci dell’osservazione del n.° 6Q. 

Se in seguito si fa simultaneamente 

J> = 0. 0 = 0. 

si otterranno pure due altre equazioni che potranno dare so- 
luzioni determinate della quistione proposta! 

Sia , per esempio « 

(a ar -f- 6 y — e ) (ma; -f. ny d) r= 0 , 

(a'oj b'y — (/ ) (ma: ny — d) = 0 ; 

supponendo dapprima nullo il secondo fattore , ch’à comune 
alle due equazioni, si avrà tra le incognite a; ed y la sola equazione 

ma; -f- ny — d = 0 ; 

e sotto questo punto di vista la quistione sarà indeterminata; 
ma togliendo via questo fattore , si cadrà sulle equazioni 

ax by — c = 0 , a'a; -f- 6'y — c' = 0 , 
ovvero 

ax -\-byssi e , a*x b’y ^ , 

ed in questo senso la quistione sarà determinata , poiché ai 
avranno tante equazioni quante sono le ignote. 

Nel caso ove il resto non contenga che quantità date, le 
due equazioni proposte sono contraddittorie, perocché il diviso- 
re comune che stabilisce la loro simultanea esistenza, non può 

30 
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aver luogo che per una coodiiione a cui è impossibile soil- 
disrare , perchè essa cade sopra quantità date , e pre<»-nta un 
risuttamento assurdo. Questo caso si riferisce a ciò che si è 
osservato nel n ® 68 intorno alle equsifioni del primo grado. 

192. Ei^li è anche a proposito essere prevenni i che spes- 
so i polinomi in y , per i quali si moltiplicano i dividendi par- 
ziali, a fine di render possìbili lo divisioni, iiitroducuiio spes- 
so nell’ ultimo resto fattori estranei olla quistione , e fanno 
che questo resto non sia la vera equazione finale. Per non es- 
sere indotti in errore sopra i valori di y che provengono da 
questi fattori , la prima idea che si presenta è dì sostituire 
immedialamente nelle equazioni proposte ciascuno dei valori 
dati dall' equazione che contiene la sola y , poiché tutti i va- 
lori che fanno acquistare a queste equazioni un comun diviso- 
re , appartengono necessariamente alla quistione , e gli altri 
debbono essere esclusi. Si comprende ancora che requazionc 
finale potrebbe divenire incompleta se si togliesse nel corso 
del calcolo qualclio fattore in y : ma tiilte questo circostanze, 
che sono st-ite discusse dal signor Brel nel 15.® quinterno del 
Journal de l’École Polytechnique, e dal signor Lefébure de Four- 
cy nel n.® 3 del 2.® volume della Correspondanoe sulla medo- 
siina scuola , rendono poco comodo nella pratica l’uso del pro- 
cedimento indicato di sopra , e deggiono far preferire quello che 
passo ad esporre nel numero seguente sulle tracce di Euler (*j. 

193. Slatro le due equazioni 

-{• P x' Q X + fl = 0, 
ar' + P'x' -f Q'x- + R'x S> = 0 , 

rappresentando coti x — a il fattore che dev’ essere comune al- 
l’una ed all’altra, allorché^ è determinalo convenevobnente , si 
potrà considerare la prima come il prodotto di x — a per un fal- 


n Si pnò facilmente conrhiadere da ciò che precede, che la ri- 
cerca deir equazione finale tratta da due equazioni a due incognite 4 
in generale un problema determinato ; ma la medesima equazione fi- 
nale può corrispondere ad un’ infinità' di sistemi di equazioni a due 
incognite, fnverténdu la maniera colla quale si ottiene il massimo co- 
mun divisore di due quantità , sarebbe estremamente facile il forma- 
re a piacimento questi sistemi ; ma siffatta quistione è di pochissimo 
oso nelle Matematiche elementari , epperó non é necessario fttrmarvi- 
si , nè insistere sulle osservazioni minute alle quali casa potrebbe 
dar luogo. Questi sono oggetti che bisogna riserbare alla saggezza 
dei lettori intelligenti , che non mancano giammai di ritrovarli da aè 
stessi , se qnalcbe circostanza glie ne fa sentire il bisogno. 
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lore di gecondo grado -f* P® + ? • e I» leconda come il 
prodotto di a; — # per un fattore di terzo grado a:’ p'x* 
, p c q . p' , q' eil r* , essendo coeflicienti indetermina- 
ti : si avrà dunque 

x’ + Px’-f-)Pa;-t-il =: [x — „) (®* 4- P » +?). 

-f- R'x + S< = (x—c^ (x’ 4 - p'at’-f j'at-f-r') . 

Eliminanilo il binomio {x — come un’ incognita al primo 
grado (n.® 84) , si troverà 

(x' 4 " Px' 4" 0 ^ 4 " 4 " p*®’ 4 " = 

(x* 4” 4“ 10**’ 4" ^ ® 4'^*1(®’ 4" p ® 4" ? )• 

Questo risultameiito dee verificarsi senza che siavi bisogno 
d’ assegnare ad x alcun valore particolare ; e ciò non può av- 
venire senza che il primo membro non sia composto dogli 
stessi termini del secondo ; bisognerà dunque , dopo di avere 
eilettuate le moltiplicazioni indicate , eguagliar tra loro i coef- 
ficienti che ciascuna potenza di x avrà noi due membri o 
si otterranno cosi le seguenti equazioni : 

P4-P' =P 4-p. Bp'4- (?3'4-Pr' = S'4-fl'p4-(?'g. 

<? 4- Pp' 4- ?' =Q'-\-P'p + q, Rq' +Qr*=S'p+R'q. 

R Qpi 4 - J^t< RI ^Qip ^pig ^ Rr’=S'q. ' 

Siccome queste equazioni sono sei di numero , e non con- 
tengono che cinque quantità indeterminate . cioè , p, q, p', q> 
ed r*, si potranno eliminare queste quantità le quali non ol- 
trepassano il primo grado , e pervenlì'c ad un’ equazione che 
Roo racchiudendo altro che le quantità P , Q , R , F , Qi , 
R' cd S* , esprimerà una condizione senza la quale non si 
potrebbe soddisfare a quelle della questione , e sarà per con- 
seguenza I' equazione finale in y (*j. 


(*) Il metodo di Eulcr qni esposto riducesi a moltiplicare cia- 
scuna delle equazioni proposte per un fattore di cui i cocflìcienti sia- 
no iodeterminati , gd eguagliare i prodotti , c a disporre dei coeffi- 
cienti io modo che i termini affetti dall’ incogiiita x sì distruggano 
tra loro. Sotto questa forma egli I’ ha presentato nella sua Inirudu- 

siofic alV dHaliti degl' ìnfiiiiti In quest’opera dinotando k I’ esponen- 
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Se questa equazione ti trovasse identiqa , ne seguirebbe 
che le equazioni proposte avrebbero almeno un fattore della 
ferma <e — et, qualunque fosse il valore di y ; e se al con- 
trario r equazione Gnale non Contenesse che quantità cognite, 
ie equazioni proposte sarebbero contraddittorie. 

Quando 1* equazione Qoale puià aver luogo , si otterrà il 
fattore ^ — a, dividendo la prima delle equazioni proposte per 
}l polinomio <c* + p® -f- g } si trova per qqozieute 

« + J* — p , 

e si trascura il resto , porche esso deve neceasariamente esser 
nullo, aitorebp vi si pone per y un valore tratto dgll' equazione 
finale. Eguagliando a zero il ^Uozieole soprascrillo, se de ricava 

=P r- 

e questo valore di x sarà cognita , o almeno espresso in u , 
se a p si surroga il valore dedotto dalle equazioni di primo 
grado formate di sopra. 

Questa medesima espressione prenderà in generale una 
forma frazionaria , cpsicchò si t^vr^ a: = ^ , ovvero iVi®— 

; e si vede a|lorà che i valori di y che farebbero sva- 
nire simultaneamente Jf ed iV , verificherebbero i* equazione 
precedepte ipdipendentemente da x ; età deriverebbe da questo 
che per tali valori le due equazioni proposte acquisterebbero un 
fattore comune di un grqdo più elevalo del prìpno. Nqasqrefibe 


Ut de! pado dei prodotti , quello dèi grado dei fattori si t roveri k — 
m per 1 equazione del grado m , « * _ „ per quella del grado n. 
n primo termine di 9iascqno di questi fattori avendo I’ uoiU Lr coef- 
Bciente , 1 uno contiene k — m coeQcienti indeterminati , e l^ltro k 
^ n. La sbrama dei prodotti racchiude un numera ile di termini af- 
fetti da ma non biaogqa distruggere che k -1-1, perchè quello 
Che contiene la pih alta potenta di » , avaniace da se «esso. Segue 
da CIÒ , che il numero totale 2fc -- m — n dei coefficienti indetermi- 
na^dev “«“«je a A 1, e che per conaegnenza k — m -h 
? .TJ j 1 dunque mollipticare l' equazióne de grado oi per un 

do I» , ed eguagliare I prodotli termine a termiae , regola aimi-, 

® «l»e questo primo me- 

lodo di huler contiene il germe di quello che Bézout ha STilnnnalo 
{iella iqa faonca dfUt equ»»ioni ttig’ibrifhtt ^ ^ ^ ' rr*** 
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difficile ritalire tiao alle condizioni immediate chd indioano 
questa circostanza ; ma simili particolarità oltrepassano i li- 
iQ)ti che mi ho presefitti in questo Trattato. 
l9iS^. Siano per primo esempio le équazioni 

4 :' -j- P* + C = 0 « ^ s= 0 ; 

i fattori che moltiplicano x — a saranno in questo caso di primo 
grado , ovvero x 4' P • X -|- p' solamente ) si avrà dunque 

/{=s:Q, It'sieO, s> tpsQ, gs=0, 3 ' 5 S= 0 , r^ = 0, 

pZ%^t» + p. i j p»=P-P. 

^4* ^P' = 0" • I ovvero ì P'p — 

Qp> == t^'p . \ i <^P— Qp'=^ • 

palle due primo equazioni si trarrà 

(P-Z-jP - (C>- W 
f~- p - p> 

... W-(9- W . 

^ P— P» 

sostituendo questi valori in luogo di p e di p* nella terza e- 
quazione , ne risulterà 

[P-P']Q!P ~-(Q-^q>)Q>=z {P-P^P'Q^{Q-(^]Q , 

ovvero 

(p-w^- Qp') + (Q- er=?9. 

Ora se nell' equazione 

ct = p — P 


a pone per p il suo valore Irovato dì sopra , ne seeuirà, co- 
me nel n.® 1^ , r . o i > 


a ss 


- 

P — P* ’ 


105. Inoltro, a fine di porgere al lettore l'occasione di 
eserci^rai , ipdichero i calcoli da eaeguìre per eliminare x dalle 


Digitized by Google 



E L B U B N T 1 


S38 

du« equazioni 

Px'-^ Qx+ R=:0 , x’ + i>V+ ^a:’ + «'= 0 . 
In quest’ altro caso si avrà 

S' = 0 , r' = 0 ( n.» 193 ) , 

e verranno queste cinque equasioni ; 

P + p> = P + p , 

<?+^y +9' e= ^ + Pp + 9. 

^ + QP* + i»9' = K' + Q*P + i*9 . 

Rf + = JPp + ^5 . 

Rf =zRfq , 

alle quali darò la seguente forma : 

p — p' = P — /w . 

Pp — Pp' -J- 9 — 9' = 9 — Q' ' 

Q>p _ Qp» Pq — Pqi =: R — R' , 

R'p - Rp> + Q»q- Qq'=Q, 

R'q — Pg' = 0 . 

Si potrebbero, per mezzo delle regole del nP 88 , ottenere 
immediatamente da quattro qualunque di queste equazioni i va- 
lori delle incognite p, p' , g e 9 ' ; ma la semplicità della prima 
e dell' ultima di queste stesse equazioni permette di giungere 
con più prontezza al risultamento. Pongo , per abbreviare , 

P — P = e , Q — Qi=z e' , « — fi' = e» . 

e deduco in seguito dalla prima e dall' ultima delle equazioni 
proposte 



poi , sostituendo questi valori nelle tre altre e facendo sparire 
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H denomi njlore R , viono 

(/w — P]Rp -f (J* — R')q = Ri*' — Re). ...(a) , 

[Q>— Q]Rp + (RP' — jPR')? = RÌ«" — ^e).— (b) , 

(«' — R)Rp 4- {PO' — = — *'« -(c) • 

Se ora 6i cavano dalle oijuaaioiii (a) e (b) i valori di p e di y 
( n.° 88 ) , e si manda via il ratloro R che sarà comune ai 
numeralori e ai denoniiualori , si avrà 

(e» _ Pe][RP — PR') — fR — fl'](e " - <? *) 

P — (I» _ — PR') - [R - R']{Q' — 0 ) ’ 

_ {P — P|(e« — Qe]R— R[e'— Pe){(y - Q) , 

^ ~ [P — Pj(RP — PR') — [R - R')(Q' — 0) ' 


mettendo qucsii valori nell'equazione (c) , si otterrà uo’ equa- 
zione finale , divisibile per R , che si riduce ad 

(«'- «)[(«' — Pe)[RP — PRf) — (fi — fi')(e» — Qt) ] 
+ (fi(y - QR>) [ (P> - P)(e" - Qe) - (e' - P){Q' - Ql J 
= — Re[{P> — P) {RP' — PR') (fi — fi') (O* - IP) ] . 

ove non resta altro a fare che sostituire alle lettere e, P, e" 
le quantità da esse rappresentate. 

196. Se si avesse fra le tre incognite x,y e z an eguat 
numero di equazioni dinotata da (1) , (2) e (3) , e si voles- 
sero determinare queste incognite, si potnbbe combinare« per 
esempio, l'equazione (1) con (2) e con (8) , per eliminare x, 
ed eliminare in seguito y dai due risultamenti, che si sareb- 
bero ottenuti ; ma bisogna osservare che con questa elimina- 
zione tuocsssiea le tre equazioni proposte non concorrono delia 
stessa maniera a formare I’ equazione finale : l’ equazione (1] à 
adoperata due volte , mentre te altre (2) e (3) non sono adope- 
rate che una volta ; o da ciò succede che il risultamento al 
quale si perviene, è complicato d' un fattore estraneo allaqui- 
stione ( n.” 8's ] fiézout nella sua Teorica delie Equazioni 
ha fatto -uso d' rm metodo che nea va soggetto a questo in- 
conveniente , e col quale egli prova che tìt grado ieU'eqmazia- 
sie finale , rimUante dall' eiiminazione Ira un numero qualun- 
que di equazioni complete , che racchiudono un egual numero 
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dincogniU e di gradi qualunque, è uguale 
eeponenli che itabilitcono il grado di queste equazioni. Nel Com 
B/emenro dì questo Trattalo si troverà la dimoslranono ele- 
nanle e breve che il sig. Poisson ha dato di questa proposi- 
tione che è d’ altra parte facilissima a verificarsi sulle equa- 
\Z\ fmali rapportate nei n.i m e 195. Supponendo com- 
plete le equazioni proposte in questi 

entra al primo arado in P e /* . al secondo \a Q e . al 
terzo in R ed R , ne segue cfle e sarà di primo 
secondo . e« di terzo , e che i termini del 8»;!^ ®!®* 

vato dei prodotti indicati nell equazioM finale del n. 194 , 
Ivranno per esponente 4 , ovvero 2 . 2 , e quelli dell equa* 
«ione finale nel n.“ 195 avranno 9 , ovvero 3 . 3. 


Delta ricerca delle radici eommensurabiii , e delle radia eguali 
dtlh equazioni numeriche^ 


167 Dodo di aver fatto conoscere le principali proprietà 
delle eqùazir algebriche . e la maniera di eliminarne Te in^ 
coanitc*^ allorché ve ne sono piò , passo ad occuparmi della 
rUoluziòne numerica delle equazioni ad una ^ 

cioè a diro, della ricerca delle loro radici , qualora i loro 
coefficienti sono espressi in numeri i )• , 

Comincerò dal dimostrare che quando l egudztonf pre- 
sta n^ha per coeUicienti che numeri inlen , e che quello del 
euo primo termine è l'unità, le sue radice reale f^on potreb- 
bero essere espresse per mezzo di /razioni . 5 
per conseguenza che numeri intere , o trumtre tncommenmrabelt. 
Per provarlo , sia 1 equazione 


X’ 


-f- P**»"'-l-pià"" * -\-Tx-\-V=0 


cella quale si sostituisca una frazione irrtdocibìle | in luogo 


1*1 Pei «radi snperlori al quarto non v’è risoluzione generale; ed 
a cariar propriamente , non v’ è che quella delle d« secon- 

do^arado che si possa riguardare come completa. Le espressioni del. 
le r!did delle equizioni del terzo o del qnarto 8«do sono complica. 
ii««ime soBRCtte ad eccezioni , e molto meno commode nella pratica 
de* Socrdiminii che sono per dare ; del resto queste espressioni si 
troveraano nel CompUminlo. 
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di X : 63S9 diverrà 


j,n-. 


+ y?+U = 0 ; 


e riducendo tatti i suoi termini allo stesso denominatore , si 
avrà 

«n ^ + (?a"-'6‘ + T’ot”'-' + 176»*=: 0 , 

0 , ciò che torna lo stesso . 


o»* + 6(Pa»*- + Qa”^'b ... + Taò»*-* + P6»»-‘) = 0, 


Il primo membro di quest’ ultima equazione è formato di 
due parli intere , di cui I’ una è divisibile per b, mentre l’al- 
tra non lo è alTatto ( n.** 98 ] , perocché si suppone che la 



vero che a e h non abbiano alcun divisore comune ; l' una di 
queste parti non può dunque distruggere I' altra. 

198. Questa osservazione è stata appunto quella che ha 
(atto conoscere r utilità di mandar via le frazioni da un'equa- 
zione , ovvero di rendere interi i coefBcienti , in maniera pe- 
rò che il primo termine non ne acquisti uno diverso dall’ u- 
nità ; e vi si riesce facendo V incognita proposta uguale ad una 
nuova incognita ditita per il prodotto di tutti i denominatori 
della equazione , poi riducendo lutti i termini allo stesso de- 
nominatore col modo del n.*^ 52. 

Vaglia d’ esempio I’ equazione 


, , uar’i 6a: , c _ 

a’J ^-=0/ 

‘ m ' n ' p ' 


si prenderà x =z , . e ponendo questa espressione di x 

31 


Digitized by Google 



B I. E H B N T 1 


neir equazione proposta , si otterrà 


■-lL+-f5il.+j5L+£ = o; 

m’n'p* mn'p p 

il divisore del primo termine contenendo tutti i fattori degli 
altri divisori , si moltiplicherà tutta l’equazione per questo 
divisore , e si ridurrà ciascun termine alla sua più semplice 
espressione : si troverà allora 

+ bm'np'y + cm’n’p* = 0 . 

Quando i denominatori m , n , p hanno divisori comuni, 
non bisogna dividere y che pel più piccolo numero che po- 
tesse dividersi ad un tempo per tutti i denominatori. Queste 
semplicizzazioni sono troppo facili a ravvisarsi , epperò non è 
necessario il trattenervisi ; mi limiterò soltanto a fare osser- 
vare che se tutti i denominatori fossero eguali ad m , baste- 
rebbe porre a; = — . 

L' equazione proposta , che sarebbe allora 

+f£ + ^i’ + Ì-;0 ’ 

m tn m 

» 

diverrebbe 


y’ . . Si I 1 

m* ' m* *’ m* ' m 


= 0 , 


e si avrebbe 


y’ -f- ay* bmy cm* = 0 . 

Egli è manifesto che V operazione eseguila qui sopra ri- 
docesi a moltiplicare tutte le radici della proposta pel nume- 
ro m , poiché ’ « = ^ dà y = ma. 
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199. Intanto, poiché nell' ipotesi che a sia la radice del< 
l’ equazione 

as** + Qs^ » . . . + r* 4- t^ = 0 , 


si ha 

U=:— a ... . — Ja ( n.“ 179 ) , 

ne segue essere a necessariamente uno dei divisori del nu- 
mero intero U ; conseguentemente quando questo numero ha 
pochi divisori, basterà sostituirli successivamente in luogo d i x 
neU'equaziono proposta, per riconoscere se essa abbia o pur no 
una radice in numeri interi. 

Se si ha , per esempio , I’ equazione 

a’ — 6®* + 27® - 38 = 0 , 

il numero 38 non avendo per divisori che i numeri 

1 , 2 , 19 , 38 . 

si sottoporranno questi alla ripruova, tanto positivamente che 
negativamente, e si troverà che il solo numero intero -f- 2 sod- 
disfa all’equazione proposta, ovvero che ®=:2. Si dividerà 
in seguito 1’ equazione proposta per ® — 2; eguagliando a zero 
il quoziente , si formerà l’ equazione 

«* — S-® 4- 19 = 0 , 

della quale le radici sono immaginarie; e risolvendo quest’ ul- 
tima si troverà che la proposta ha tre radici 

® = 2, xss2-\~V—i^ , ® = 2 — 1^—15. 

200. La maniera che ho indicata per iscopri re il numero 
intero che soddisfa ad un’ equazione , diventa impraticabile 
quando l’ultimo termino di questa equazione ha molti divi- 
sori ; ma I' equazione 

If = 0“ — Po’*— — Oa” ‘ . . . . — l’a 

somministra nuove condizioni che abbreviano di molto il calco- 
lo. A fine di rendere il metodo più chiaro , prenderò, come 
per esempio , l’ equazione 

®< 4- P®’ + 0* 4- ZI® 4- S= 0 ; 
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e rappresentaBdo sempre la radice con a , avraiii 


a-'+A’-j- Oa* + Ba + S=:0. 
S = — Ra — Qa' ^ Pa^ ^ a* , 


da col sì trarrà 

1 sa — Jl — (?« - l»a* — a*. 
a 


8i vede primieramente da qaest’oltima equaaioae che -• devo 
essere un numero intero- 

Trasportando in seguito S al primo membro , yerr|| 


^ + B=-(?a-Pa*— 0»; 

g 

facendo per brevità ^ -j- R^ IP , e dÌTÌ(}endq i due mem* 
bri dell’equazione 

=3 -a Oa — Al* — a» 

pef q , ai avrà 

4 


da cui si conchiuderà che ancora deve essere un numero 

a 

intero. 

Trasportando Q primo membro , faceqdo ~ 
e poi dividendo i due membri per a , si otte^à 
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da CUI Al coDchmderà che — deve essere uo numero intero. 

a 

(V 

Portando finalmente P nel primo membro, facendo'^ -\-P=P , 
e dividendo per , li ayr^ 



9 


Riunendo le condizioni ora enupeiato. si vedrà che il nu- 
mero a sarà la radice dell’ equaziope^ proposta , se soddi sferà 
alle equazioni 

!+*=«'■ 


-f + 0=0'. 


^ + P sP». 


di maniera che iP, Q* e P* siano numeri interi. 

Segue da ciò, che, per assicurarsi se uno dei divisori a 
doli’ ultimo termine S possa essere la radica dell’ equazione 
proposta , bisogna 

1. ° Dividere (' ullitno termine pel divisore a, ed aggiungere 
al quoziente il eoe fidente del termine affetto da x ; 

2. ^ Dividere questa somma pel divisore a , ed aggiungere 
al quoziente il caiefieiente del termine ^elto da x' ; 

3. ** Dividere questa somma pel divisore a, ed aggiungere 
al quoziente il coeffidente del termine affetto da x^ ; 

flividere gueitq somma pel divisore a, ed aggiungere al 
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quoziente funilà, o siati eoeffleienU del termine affetto da t* ; il 
rifultamento dovrà essere u^ale a zero, se s è effettivamente la 
radice. 

Le regole enunciale convengono ad un grado qualunque, 
osservando solamente che non si deve trovare zero per risulta- 
mento, se non quando si sarà pervenuti al primo termine deH’e* 
quazione proposta (*). 

201. Allorché si applicano queste regole ad un esempio 
numerico , sì può disporre il calcolo in modo che tutti i divi- 
sori deir ultimo termine siano sottoposti a ciascuna pruova 
nello stesso tempo. 

Ecco per l' equazione 

— 9oj’ + 23a!’ — 20x + 15 = 0 
il quadro del calcolo : 

+ 1, — 1 , — 3, ... 5 , 

“f” l,-|-3,-l-5,-f-l5, —15 . — 5 , — 3 , 

— 19 , —17 , -15 . — 5 . —35 . —25 . -23 , 

— 5 . — 5 , -I- 35 , 

+ 18 . + 18 . + 58 , 

+ 6 , 18 , — 58 , 

— 3 . + 9 . - 67 , 

— 1 , + 9 , + 67 , 

0 . 


- 15 . 

- 1 . 
- 21 , 


(*) Non sarebbe difficile assicurarsi mediante la formola deiqno- 

S R’ Q’ 

lientl data nel n.® I 80 , che le quantità — - , — , — . prese 

a a a 

e«l seguo — , sono , cominciando dall’ altimo termine , . i coefficienti 
del quoziente del polinomio 

X* -f- Pxt -H (?x‘ 4- + S 

diviso per x-^a, il quale quoziente per conseguenza è 
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Tutti i divisori dell’ ultimo termino 15 sono disposti per 
ordine di grandezza , tanto col segno + cho col segno — , 
in una stessa linea ( questa è la linea dei divisori a ). 

La seconda linea contiene 1 quozienti del numero 15 di- 
viso successivamente per tutti i suoi divisori ( questa è la 
S 

linea delle quantità — )• 

La terza linea è stata formata aggiungendo alla preceden- 
te il coefficiente — 20 che moltipi ica x ( questa è la linea 

g 

delle quantità JR' = - R). 

La quarta linea contiene 1 quozienti di ciascun numero 
della precedente pel divisore che gli corrisponde ( questa è la 
R' 

linea delle quantità — ]. Si sono trascurati in questa linea tutti 

1 numeri che non erano interi. 

La quinta linea risulta dai numeri scritti nella preceden- 
te , aggiunti al numero 23 che moltiplica x* { questa linea 
comprende le quantità ). 

La sesta linea abbraccia i quozienti dei numeri della pre- 
cedente pel divisore che gli corrispondo ( essa racchiude lo 

(V 

quantità . 

La settima comprende le somme dei numeri della prece- 
dente e del coefficiente — 9 che moltiplica x^ ( vi si trovano 
O' 

le quantità ^ + P ). 

L’ ottava finalmente si ottiene dividendo ciascuno dei nu- 
meri della precedente pel divisore corrispondente ( questa è la 

linea di — ) ; e siccome non si trova — 1 che nella sola co- 
lonna in testa alla quale sta 3, se ne conchiude che I’ e- 
quazione proposta non ha che una sola radice commensura- * 
bile , cioè 3 ; di maniera che essa equazione ò divisibile 
per a: — 3 (*). 

Possiamo dispensarci dallo scrivere nei quadro i divisori 
-f- 1 e — 1, i quali possono essere sottomessi alla ripruova più 


(*) Formando il quoziente secondo l’ osservazione fatta nella nota 
precedente , si trova 

a!’ — 
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facilmente con la loro sostitazione immediata nell' equazione 
proposta. 

202. Serva ancora d’ esempio 1’ equazione 

a,’ _ 7»* + 36 = 0.. 

Dopo di essersi assicurato che i numeri +1 e — 1 non 
soddisfanno punto a questa equazione, ai formerà, giusta le re- 
gole precedenti, il quadro posto qui sotto, osservando che sic- 
come in questa equazione manca il termine moltiplicato per x, 
conviene riguardarlo come avente 0 per coefficiente; bisogna 
dunque togliere b terza linea , e dedurre immediatamente la 
quarta dalla seconda : 

•I-30,+18,+12,+9,-i-6,44,+ 3,4- 2,— 2.— 3,— 4,— 6,— 9,— 12,— 18,— 36, 


-f-6,i-9 

,4 • 12.-M8 ,— 18,— 12,— 9,— 6,— 4, 

+1, 

+4. + 9+9, + k. 

+1. 

—6, 

-8, + 2,+2. — 3, 

-6, 

-1, 

-1, + 1,-1, + 1, 

+1. 


0 , 0 , 


0 , ' 


Si trovano in questo esempio tre numeri che soddisfanno a 
tutte le condizioni , cioè : + 6.+ 3 e — 2 ; si ottengono 
per conseguenza in tal guisa nel tempo stesso le tre radici di cui 
r equazione proposta è suscettibile, e si riconosce che essa è 
il prodotto dei tre fattori semplici x — 6, x — 3 ed a: + 2. 

203. Giova intanto osservare che vi hanno di taluna equa- 
zioni letterali le quali si trasformano immediatamente in equa- 
zioni numeriche. 

Se si avesse , per esempio , 

y’ + 2py* — 33p’y + ikp^ = 0 , 

facendo ys=px , verrebbe 

+ 2j»’«* — ZSp^x + = 0 , 

risultamento divisibile per p^ , e che si riduce ad 

-33«+n = 0. 
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Il divisore commeosurabile di quest* ultima equazione es- 
sendo » + 7 , e dando per conseguenza ® = — 7 , si avri| 


yssi — np, 

L’ equazione in è una di quelle che chiamansi equazio- 
ni omogenee , perchè , facendo astrazione dai coeilìcipnti nu- 
merici , ciascuno dei suoi termini contiene il medesimo nu- 
mero di fattori (*). 

20^. Quando si conosce uqa delle radici di un’ equazio- 
ne . può prendersi per incognita la differenza tra questa ra- 
dice ed una qualunque delle altre ; si perviene con questo 
mezzo ad un’equazione inferiore di un grado alla proposta , 
e che gode di parecchie notabili proprietà» 

Sia r equazione generale 

+ Qx”-^ 4- ite*-* .... + fa? ■+ If = 0 , 

e siano a. b, e, d. ec. le sue radici ; sostituendovi a-\-y 
luogo dì « , e sviluppando le potenze • emergerà 


a'" -f-mo"* ' p -f- nm — U 

I 

A 
A 

+ry 

-\-U 

risultamento di cui la prima colonna , simile all* equazione pro- 



(*) I lettori che desiderano Diaggiori* parlicolaritii sulla ricerca 
dai divisori eommensurabili delle equazioni, le troveranno nella III* 
parte degli Elementi d' Algebra di Óiairaot. Questo Goomeira si i oc- 
cupalo sì dalle equazioni )slterali che delle equazioni uuincrichc. 
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posU . sTanisce da sé , poiché a è una delle radici di questa 
equazione ; questa colonna ai può dunque togliere . e divide- 
re io Bruito per y tutti i termini rimanenti : risulta allora 

+[m-2)Qa — j «o. 

J 

Questa equazione avrà visibilmente per le sue m — 1 radici 
jr=:b-a, Y=>e — a, y = d^a, ec. 

Jo la rappresenterò con 

A + f ^ ^ =1 0 .... (d), 

facendo per semplicità 

ma»~‘ + (»n-l)Po”-* + (m-2)(?a"-»... 4. j ^ 

*n(m — l)a”— ’ + (n» — l)(m — 2 )Pa'"~»... =- B , 

ec. , 

e dinoterò con F l' espressione 

a" -f Par-' 4- QaT-' . . .. fa V. 

205 . So 1 equazione proposta ha due radici uguali , se si 
ha , per esempio . a = 6 . uno dei valori di y . cioè , b — a, 
diverrà nullo ; bisognerà dunque che 1* equazione (d) lia loddi* 
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sfatta facendovi y = 0 ; ora questa ipotesi fa svanire tutti i 
termini , ad eccezione del termine noto A : quest’ultimo dee 
adunque esser nullo da sè; il valore di a devo dunque .soddi* 
sfare nello stesso tempo alle due equazioni 

F = 0 , ed A =s 0. 

Quando la proposta avrà tro radici eguali ad a , cioè , 
a ss 6 =1 e , due delle radici dell' equazione (d) diverranno 
nulle nello stesso tempo , cioè ,6 — aec — a ; in questo 
caso r equazione (d] sarà divisibile due volto di S(‘guito por 
y — 0 (n.® 179) , vale a dire , per y ; ora ciò non può av- 
venire che quando i coefficienti A e B sono nulli : bisogna 
dunque che il valore di a soddisfaccia nel tempo stesso alle 
tre equazioni 


F=0, A = 0, JìssO. 

Proseguendo questi ragionamenti , si vedrà che quando 
la proposta avrà quattro radici uguali , I’ equazione (d^ avrà 
tre radici uguali a zero , ovvero sarà divisibile tre volte di 
seguito per y , il che richiede che ì coefficienti A , £ e C 
siano nulli nello stesso tempo > e che il valore di a soddisfac- 
sia per conseguenza simultaneamente alle quattro equazioni. 

F=0. il=:0, B ss: 0, C = 0. 

Non solamente si può con siffatto mezzo conoscere se 
una radice data a si trovi più volte tra quelle dell'equazione 
proposta , ma so ne ricava ancora un metodo per assicurar- 
si se questa equazione abbia radici ripetuta delle quali a'igno- 
ra il valore. 

A tale oggetto è d’ uopo osservare che quando sia ha 
A =3 0 , ovvero 

ma"" + (m -• 1) Pa"" + (m — 2) Qa"-’ . . . -f r= 0, 

si può riguardare a come la radico dell’ equazione 

m«"" -h (m— 1) Pj;"" -f (m_2) (?*"-> . . . T=i 0 , 

X indicando allora un' incognita qualunque; e poiché a si trova 
essere anche la radice dell'equazione F <= 0, cioè dell' equa- 
zione 

x" -f- Pa»"*' ec. sa 0 , 
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segue dal n.° 189 che x — a è un fatlore delle dile equa* 
lionj 8udd> Ite. 

Cangiando ancora a in x nelle quantità B , C , (h:. , ii 
binomio K — a diverrà similmente fattore delle nuove equa* 
zioni B = 0 . C =B 0 . ec., se la radice a annulla le quan- 
tità pnmitive B , ÌC , ee. 

Ciò che si è detto intorno alla radice a , converrebbe 
nenalincote ad ogni altra radice cbe fosse ripetuta più volte ; 
cosi , cercando col metodo dei massimo comun divisore i fat- 
tori comuni alle equazioni 

l^sièO, i4=i:0, Bi=sO, C = 0,ee., 

questi fattori daranno le radici eguali della proposta nell’ or- 
dine seguente. 

1 fattori comuni alle due. prinqe equazioni solamente, so- 
tto fatturi doppi della proposta , e ciò \iioi dire , che se si 
trova per cuinup divisore tra F = 0 ed A =• 0 un' espresr 
sione della fortna {a; (at p) , per' esempio , I’ inco- 

gnita X avrà due valori uguali ad a . e due altri uguali a 
ovvero la proposta avrà questi quatto fattori : 

(« —• , (al — «) , (ap — , (aj — 

I fattori comuni nel tempo stesso alle tre prime delle equa- 
zioni suddette, indicano fattori tripli nella proposta; cioè a di- 
ro, se i primi SODO della forips (v n) — RI , pct esempio , 
i secondi saranno di quest' altra ; (x — É facile 

spingere queste considerazioni tanto lontano quanto vprrassi. 

206. Egli è a proposito iptaiitQ l’osservare che l'eqiia- 
zione A = 0, la quale pel cangiamento, di a in x diventa 

OTJ!-"** -I- (m — 1) Px”-* -f. («1 — 3) ... -4- r = 0 , 

si deduce immediatamente dall' equazione F ^ 0 , ovvefo 
0a Ila proposta 

a:" -i- Px^*' -f Qx”-* . . . -f + tf = 0 , 

mpiliplicando ciascuno dei termini di quest’ ultima per l’espc- 
Mente della potenza di ar che esso contiene, e diminuendo iq 
seguito quest’ esponente di un’ unità; sopra di che bisogna av- 
^ verlire che il termine V essendo equivalente ad T X devo 
■vanire in quest’ operazione , nella quale esso trovasi moltipli- 
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cato per 0. L’eqnajiiono B = 0 si trae da X = 0 , come 
yt = 0 8 ottiene da F = 0; fraO si ricava da B a= 0, co* 
Irte questa da A = 0 . e cosi di seguito (*]. 

207. Per dilucidare ciò che precelse coq un esempio , 
prenderò I* equazione 

rr + 67x’ — 171®* + 2l6x — 108 = 0 ; 
r equazione A ^ Q diventa ip quello ca<p 

6x< — 52x’ + 201x* — 3i%c -f 215 = 0 ; 
i| sup divisore comune con jq propqsta è 

x’ — 8x* -f- 21® — ’ 18. 

Questo divisare essendo 4' terzo grado , devo esso stesso rac- 
chiudere più fattori I bisogna dunque cercare se mai ne abbia 
coinuni con I' equazione B = 0 , la quale in questo caso ò 

20®’ — 156®' + i02® — 3W =ai 0 ; 

p trovasi di fatto per risnltam'*nfo ® — 3 : dunque la propo- 
sta ha tre radici eguali a 3 . ovvero am mette (* — 3}’ nel 
numero dei suoi (attori. Uividepdo ajlora il prirpo divisare co- 
mune per * — 3 tante volto di seguito per quanto si può « 
cioè due volte , sj trova « — 2. Questo divisore non essen- 
do comune che all* equazione proposta ed all'equazione A = 0« 
non entra che due volte nella proposta. Si vede in fine che 
questa equazione è equivalente ad 

(X — 3)’(® — 9)* ts3 0. 

208 . L* equazione (d) , che dà le differenze tra la radice 
h e ciascuna delle altre , quando vi si pone b in luogo di a, 
le differenze tra la radice e e «iascuna delle altro , quando vi 
si pone e in luogo di a , ec. , non cangiando di forma per 
queste diverse sostituzioni, e conservando gli stessi cocf|ìcieiili 


(*) Si C ofichìudercbbé facilmente da ciò che precede. Che il divi- 
sore comune tra le equazioni F c= o, A = 0. contiene i fattori egua- 
li , elevati ad una potenza minore di un' nnità che nell* equazione 
proposta; ma la conoscenza di questa proposi zione non essendo ne- 
cessaria in ciò che segue, l’ho rimessa al Complemtnio , ove trovasi 
dimostrata d’ dna maniera che mi pare semp|ici|sitha. 
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come la proposta . può essore generalizzata in modo da con- 
tenere tutte le differenze delle radici combinate a duo a due. 
Pur conseguire ciò basta eliminaroe a col mezzo deirequazione 

o" + Pa"-‘ + Qa^-' . . . . + Ta + 1/ s= 0; 

imperocché il risultamento non dipendendo che dai coefSeienti, 
0 non conservando alcuna traccia della radice che si è coosi* 
derata in particolare , converrà egualmente a tutte. 

Egli è evidente che l'equazione finale deve elevarsi al 
grado m(m — 1) , poiché le suo radici 


-b. 

a — e , 

a — à , 

eo.., 

— a , 

b — e , 

b-d. 

ec. , 

— a , 

c — 6 , 

e — d , 

ec. , 

6Ca 9 





sono tante di numero quante sono le permutazioni che pos- 
sono (ormarsi disponendo a duo a due le m lettere a, b, e, ec. 
Ui piò , poiché le quantità 

a — è e b — a , a — e o c — a, 6 — e e c — b , ec. 

non differiscono che per il segno , le radici dell’ equazione sa- 
ranno uguali a due a due , astrazion falla dal segno ; di ma- 
niera che quando si avrà y = « , si avrà nello stesso tem- 
po y = — a- Risulta da ciò , che questa equazione non de- 
vo contenere che termini ove l’ incognita si eleva ad un grado 
pari : poiché il suo primo membro deve essere il prodotto 
d’ un certo numero di fattori di secondo grado della forma 

y' - = (y - i) (y + (o.» I8i) ; 

essa dunque sarà della forma 

y”* + py’"*’ + iy\+ u = o. 

Facendo y* = z , la si cangerà io 

»** + pi"*' + + + « == 0 ; 
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0 I' incanita 2 eaaondo i I quadrato di y , avrà per valori i 
quadrati dello difTerenze delle radici della proposta. 

Cade qui in acconcio l'osservare che le differenze tra le radici 
reali della proposta essendo necessariamente reali , i loro qua* 
drati saranno positivi , e che per conseguenza l' equazione in 
2 non avrà che radici positive , se la proposta le ha tutte reali. 
Serva d'esempio l’ equazione 

a’ — 7a+7=0; 

facendovi a =a 0 -|- y , si avrà 

a’ + 2o*y -f 3ay’ + yM 
— 7a — 7 y J =s0. 

Cancellando i termini o* — 7o -[-7 , la cui somma è nulla 
in virtù deir equazione proposta , e dividendo il resto per y , 
verrà 

3<z* — 7 "I" 3oy — y* 0 t 
eliminando a tra questa equazione e l'equazione 
o» — 7a + 7 = 0 , 

•i avrà 


y" — k2y* + A41y* — 49 = 0 ; 

facendo 2 =s y* , verrà in fine 

2 ’ — 422* 4 - 44ta - 49 = 0 . 

209. La sostituzione di a y in luogo di a DeH'equazione 

a«" + PaW" + (?a«- + If == 0 ( n.« 204; , 

si adopera pure alle volte per fare svanire uno dei termini di 
questa equazione. Si ordina allora il risultamento secondo le 
potenze della y la quale rimpiazza I' incognita a , e si ri- 
guarda la quantità a come una seconda incognita , che si de- 
termina uguagliando a zero il coefficiente del termine che si 
vuol far sparire ; si ha di questa maniera > 
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y-" + mqy"— -h — il o>»- .... + o" 

£k 

+ ^ _ 1 ) .... 4 - 

+ <?y”— .... + C®'"'** 



+ U 


Se il termine che si vuole rtiandar via è il s)%ondo. cioè 
quello che è affetto da y"^' , si larà ma 4~ ff • da cui si 
p 

trae a = . Sostituendo questo valore nel risuitamonlo, 

m 

non restano che i termini affetti da 

^ 5 , ec. 

Da ciò che precede risulta , che li tliaiinerà il secondo 
termine da un' equazione , sostituendo all' incognita di questa 
equazione una nocella incognita , alla quale si aggiungerà il coef- 
ficiente del secondo termine preso coH un segno contrario a quello 
da cui è affetto , e diviso per l' esponente del primo termine. 

Sia per esempio , I’ equazione 

x' -f" — 3«; = 0 * 

la regola dà 



e sostituendo , verrà I’ equazione 


y — 6y* + 12y — 8 ^ 
4 - 6 / — 24 y 4 - 24 f 

«I 

che riducesi ad 


0 , 


y* — 15 y 4 - 26 — 0 , 

' ove il termine affetto da y' non entra più. Si farebbe svanire 
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il terto termtue (affetto da y”~* ) eguaJiando a zero I' ag* 

f regato delle quantità che lo molliplicano , cioè stabilendo 
equazione 

m [m — 11 , 

^ a* 4- (w — 1) + 0=0* 

Seguebdo qiiest* andamento , si riconoscerà fàcilmente che 
r eliminazione del quarto termine dipende da un' equazione di 
terzo grado , e cosi di seguito fino all' oUimo , che non può 
farsi svanire se non stabilendo I' equazione 

<»■“ + Po’"*' 4- Qa”-* V — 0 , 

assolutamente simile alla proposta. 

La ragione di cotesto somiglianza è facile a scoprirsi. 
Eguagliare a zero I’ ultimo termine dell' equazione in ^ , è lo 
stesso di supporre che uno dei valori di questa incognita sia 
zero ; e se si fa quest’ ipotesi nell'equazione a: = ^ + o , 
ne risulta x s= a ; vale a dire che in questo caso la quanti* 
tà a è necessariamente uno dei valori di x. 

210. Si ha qualche volta bisogno di scomporre un’ equa- 
zione in fattori d’ un grado superiore al primo ; non potrei 
esporre in questo luogo con tutte le particolarità i diversi 
melodi che si possono a quest' effetto adoperare ; darò sol- 
tanto un esempio di siffatta ricerca. 

Sia l’equazione 

-1- làc’ — lix + 7 = 0 . 

della quale bisogna determinare I fattori di terzo grado : rap- 
presento uno di qui-sti fattori con 

"h P®* + 9® + » 

i coeflicienti p , g , r essendo indeterminati. Essi debbono es- 
ser tali che il primo membro dell’ equazione proposta sia rsat. 
temente divisibile per il fattore 

x^ -1- p*’ + ga? r 

indipendentemente da alcun valore di ai ; ma facendo attual- 
mente la divisione , si trova per resto 

— (p’ — 2pg — 24p 4- r — 12) x' 

— (p’g — pr — q' — 24g -j- 11) x 

(pV — qr — 2ir — 7) , 


Digitized by Coogle 



258 blembkti 

e»prcg«ioae che si annullerebbe da sò stessa, ed indipendente- 
mente da a; , se vi si mettessero in hiogo delle lettere p , f 
ed r i valori che convengono allo stato della quisttone • si 
avrebbe dunque allora 

p» — 2pg — 24p f — 12 = 0 , 

p*g — ?»■ — ?’ — + 11 =s 0 , 

p* r qr — 2!»r — 7=0. 

Queste tre equazioni contengono le condizioni necessario 
per determinare le incognite p , g ed r ; ed alla loro risolu- 
zione si riduce la quistìone proposta. 

Detta risoluzione per approBiimazione 
delle equazioni numeriche. 

211. Dopo di avere esaurita la ricerca dei divisori com- 
mensurabili , bisogna ricorrere ai metodi di approssimazione, 
i quali sono fondati sul principio seguente : 

Quando si sono trovaie due quantità che , iostituUe in 
un* equazione in luogo dell* incognita , danno due risultamenli 
di segno contrario , si può conchiudere che una delle radici del- 
l' equazione proposta è compresa tra queste due quantità , ed è 
per conseguenza reale. 

Sia , pur esempio , I* equazione 

— 13o;* -f- 7® — 1 = 0; i 

se si . sostituisce successivamente 2 e 20 in luogo di a; , il 
primo membro , in vece di ridursi a zero , risulta uguale a 
— 31 nel primo caso , ed a 4- 2939 nel secondo ; e segue 
da ciò , che questa equazione ha una radice reale compresa 
tra 2 e 20 , cioè , maggiore di 2 e minore di 20. 

Siccome avrò spesso bisogno di esprimere una tale rela< 
zione , adoprerò i segni ^ e ^ di cui si servono gli alge- 
bristi per indicare l' ineguaglianza di dge grandezze , situando 
la maggiore delle due quantità avanti l’ apertura del s^no , 
e r altra alla punta. Scriverò io conseguenza 

a; > 2 , per a; maggiore di 2 , 

a; < 20 , per 0 minore di 20 . 

Ciò posto , per provare 1’ asserzione precedente , si pu^ 
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ragionare nel aegdente modo. Riunendo da un lato i termini positi- 
vi dell’equaziooe proposta, e dall'altro i turm ini negativi, si avrà 

(13®* -t- 1) . 

quantità che si è trovata negativa quando si ò fatto ® = 3, 
perchè in questa ipotesi 

*5 + 7* < 13®* + 1 . 

e che è diventata positiva quando si è fatto ® =a 30 , per- 
chè allora 

*’ -f 7® > 13®* -f 1 ; 
di più è evidente che lo quantità 

-f 7® e 13®* + 1 , 

crescono entranabe , allorché si danno ad ® valori di mano 
in mano più grandi , e che prendendo questi valori tanto vi- 
cini gli uni a^i altri' per quanto vorrassi , si potranno far 
crescere le quantità proposte per gradi di quella piccolezza 
che si giudicherà a proposito. Ma poiché la prima delle quan- 
tità suddette , in principio minore della seconda , è dive- 
nuta in seguito maggioro , è evidente che essa ha un ac- 
crescimento più rapido dell’ altra , per virtù del quale com- 
pensa r eccesso che quest’ultima aveva sopra di lei , e poi 
la sorpassa : v’ ha dunque certamente un momento nel quale 
queste duo quantità sono uguali. 

Il valore di ® , qualunque esso sia ( ma di cui è stata 
già dimostrata 1’ esistenza ] , che rende 

®’ 7® = 13«* 1 , 

dando 

-f- 7® — (13®* + 1) = 0 . 

ovvero 

®’ — 13®’ + 7® — 1 = 0 , 

è necessariamente la radice dell’ equazione proposta. 

Ciò che si è veduto sull’ equazione particolare 

— 13®* + 7® — 1 = 0 , 
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|)uò applicarsi ad un’ equazione qualunque, della quale dÌQO-« 
lerò i termini positivi con P, ed i negativi con N. Sia a il valore 
di X che ha dato un risultamento negativo , e ò quello che 
ne ha dato uno positivo; queste due circostante non t\anno po- 
tuto altrimenti aver luogo che per questo, che per la prima ao- 
stitutiope aveva P ^ e por la seconda P > iV: P avendo 
dunque sorpassato se ne conchiuderè, come di sopra, che 
esiste un valore di x compreso tra a e 6, il quale dà P== AT. (*) 


(*) I ragionamenti fatti qni sopra , rignardati in generate cerne 
Svidentissiml, hahno ricevalo dal Signor Encontre utili sviluppi, che 
credo dover qui riporuire per quei lettori che desiderassero pruove 
pib circosiaoziate. 

l.° Ecco come si può dimostrare la possibilità di far prendere 
accrescimenti quanto piccoli sì vorrà ai polinomi P ed ìf. Sia 
P = (c«"* + -h f'x9, m essendo il più altq espqnentg 

( li « ; se vi si pone a -r y in luogo di x, questo polinomio prenderà 
a forma 

4 -+• % -V Cy* 4 . Ty” ^ 

I coefficienti À, B, C 3* essendo di nonipro e di valore fi- 

Dito ; il primo termine 4 sarà il valore che prenue il polinomio P', 
allorché <c = a ; il resto 

% + Cy’ Ty"^ =y( P +. Cy .... ^^ Ty”— • 

sarà la quantità di cui questo stesso polinomio s’ accresce quando si 
aumenta di y il valore « = a. Giò*pusto , sé S rappresenta fl mas* 
sjiqo dei coefficienti B, C, . , . si avrà 

B -h Cy , . . , Ty""* S ( 1 -}* y . . •i- y™*’ ) ; 

ma 

à + y . . y«*‘ = (n.» 158) 5 

duoqat 


y^B Cy + Ty--) <5y.i^p, 

p per eonségoenza l’ accrescimento del poiinpmip. P sarà minore di 
pna quantità data qualunque e , $e pi fende n . ^ miuora di 


r 
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Il ragiODameoto fallo di sopra richiede che i valori da- 
ti ad ae i siaoo ambidue positivi o atnbidue negativi : peroc- 
ché quando hanno segni diflerenti , quello che è negativo, fa 
cangiar di segno a quei- termini deir equazione proposta, che 
contengono potenze dispari di x, p per conseguenza le espres- 
eipni P qA N, non sono p ù composte della stessa maniera 
nell una e nell'altra sostituzione. Questa ditlieollà sparisce 
facendo a? =s Q ; con questo mezzo' I' equazione proposta riy 
ducesi al suo ultimo termine, il quale si trova necessariamente 
di segno coptrario a quello del risultameqlo della prima , p 
della secónda sostituzione. Sia , per esempio , I’ eqqarionp 

Jr< _ a«> 3-c' — 15a: _ 3 = 0 , 

(|> cui il primo membro , allorché v| sì fa 
* = — 1 ed 

diventa 12 o — - Suppopcpdo ip Q , esso fiJpcesi 

a 3 ; le due sostilpzìoni 


ed aps?’— 


Sv 

poesia qoSDliUi ; orp fi peryerri a ciò Capendo = c , giacché al- 

C Sv fi 

torà y ?t -> j - " essendo < ^ , la qoaniiiti r , eguale ad 

a *7' c 1<— ^ ' 

$y Sy^+ 1 

, — i— — • É.ti. I i: , sarà uecessaciameota mioorq della quamità p > 

1 — y ^ — y 

della Oliale niente limita la piccolezza. 

2.” èe si dihota con h l’accrescimento del polinniiiiio P. , con k 
quello del polinomio Pf , il cangiamento che ne risulterà nel valore 
della loro differenza sarà h—k, e potrà essere r^o minore d’una quan- 
tità data qualunque , rendendo ntiqore di questa medesima' quantità 
l'accrescimento che è i| maggiorò dei due: si potrà dunque nell’ In- 
tervallo da a; = a ad ib== 6 far variale la differenza dei polinomi P 
ed Pf per quantità tanto piccole, quanto si vorrà; e poiché essa passa dal 
negativo al positivo in questo intervallo, la medesima si approssimerà 
necessariamente a zero tanto da presso, quanto vorrassi. ( Vedi gli 
Annali di Ualtmatiche pure ed applicale , pubblicati dal Signor Gor- 
|unne^ T. iv, p; . ■ 
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danno adunque riraltamenti di segno contrario ; ma mettendo 
— y io luogo di a; , l' equazione proposta ti cangia iu 

-f 2y’ - 3y‘ + 15» - 3 =» 0 , 


e si ha 

1 

/> = y‘ + 2y' -h % , iV = 3y’ + 3 , 
da cui ricavasi 

< iV , quando y =s 0 , 

P ^ N , quando y = 1 . 

6i può dunque ragionare nel caso attualo come nel precedente, 
e conchiuderoe che 1' equazione iny ha una radice reale eom> 
presa tra 0 e 1 ; donde segue che quella dell’equazione in 
X si trova Ira 0 o - 1, e per conseguenza tra + 2 e — 1. 

La proposizione die ho enunciata non potendo presentare 
che casi compresi nell’ano o nell’ altro di quelli che ho esa- 
minati . è sufiìcientemente dimostrata. 

212. Prima di andare piò innanzi, farò osservare che , 
gualunque $iano il grado di un’equazione ed i eoefficienti di lei, et 
può sempre assegnare un numero il quale, sostituito in luogo del- 
V incognita , renda il primo termine maggiore della somma di 
tutti gli altri. Si scorge a prima vista la verità di questa as- 
serzione , per poco che siasi osservato 1’ andamento che se- 
guono gli accrescimenti delle diverse potenze di un numero 
maggiore dell' unità (n.** 126) , poiché , tra queste potenze , 
la più elevala sorpassa tanto di più quelle che le sono inte- 
riori , per quanto il numero di cui si tratta , è più conside- 
revole , di modo che niente limita l'eccesso delia prima so- 
pra ciascuna delle altre ; ecco inoltre il modo di trovare un 
numero che soddisfaccia alla condizione enunciata. 

Egli è manifesto che il caso più sfavorevole sarebbe quel- 
lo nel quale si rendessero tutti i cocflìcienti dell’ equazione u> 
guali al maggiore tra essi , vale a dire , se invece di 

+ T« -I- U= 0 , 
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si preedesse 

»” + Sa?»-' + S»*-* -f &» + 5 = 0 , 

dinotando 5 il maniere dei coefficienti P ,Q , .... T ,V. La 
differenza Ira il primo termine e la somma di tutti gli altri 
essendo allora 

— S(«”— + «-»-* .... + 1) , 

si osserverà che 

+ *"-* .... + 1 = flZ* (n.° 158} . 

«—1 

e mediante questa espressione si cangerà la precedente in 




5(a'"— 1 ) 

X — 1 


ovvero in 


aj" — 


sor 


r — 1 ~ X — 1 


Se si pone in seguito M in luogo di x , verrà 
SAf” . S 


Bt'. 


M—l M-i ’ 
quantità che si renderà positiva facendo 


M” = 


Siff" 


M-i 

Mrchè se si divide ciascun termine di questa equazione per 

% 81 AVrA 

. s 

» = . e di qui J!f = S+l. 

«dunque io vece di x il maggiore dei coeffi- 
cienti dell equazione , aumentato dell’ unità . si renderà il 
primo termine maggiore della somma di tutti gli altri • e ner 

Il numero M potrebbe esser minore , se non si volesse 
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che rendere la parte positiva dell' equazione proposta mag* 
giore della parte negativa ; giacché basterebbe , per quest’og- 
getto , rendere il primo termine superiore alla somma che 
darebbero tutti gli altri , quando anche i loro coeìlìcienti fos- 
sero uguali , non gii al maggiore di tutti , ma solamente al 
massimo tra i coefficienti negativi : non Si dovrebbe dunque che 
|>rehdere per M querto coeffìcieiite aumentato dell’ unità (*). 

Segue da ciò essere le radici positive dell’ equazione pro- 
posta necessariamente comprese tra 0 ed 5 -f- 1. 

Ancora puoSsi scoprire con lo stesso mezzo un limite 
delle radici negative ; bisogna , per questo . sostituire — y 
in luogo di X nell’ equazione proposta , e fare in modo da 
rendere il primo termine positivo , se mai diventi negativo 
(n>° 178}. evidente, in forza di questa trasformazione, che 
i valori positivi di y corrispóndono ai valori negativi di x, e 
reciprocamente. Se A ò il massimo coefficiente negativo dopo 
lai cangiamento , A-{-l sarà un limite dei valori positivi di y ; 
per conseguenza — R — 1 sarà quello dei valori negativi di x. 

Finalmente se si volesse ottenere per la minore delle ra- 
dici un limite più approssimalo di zero, vi si perverrebbe so- 
stituendo - in luogo di X nell' equazione proposta , e pre- 
parando la trasformala in y , come è stato prescritto nel n.” 
177. I valori di y essendo inversi di quelli di a; , il massimo 
dei primi corrispooderebbe al minimo dei secondi , e recipro- 
camente. Se dunque 5'-(-l dioolasse il limite superiore dei 
valori di y , cioè se si avesse 

y<5' + l, 


il rhe darebbe 

■ • !<*'+*. 

ne risulterebbe successivamente 


1 <[Si 1)« , 


1 

S'-i- 1 


<x. 


(f ) Si trovano nella Bisoluxione delle eguaxioni numeriche di La- 
grange rormole che danno limili più ristretti ; ma_ ciò che ho dello 
di sopra basta per rendere indipendenti dalla considerazione dell’ in- 
finito le proposizioni fondamenuli della risolnzione delle equazioni. 
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In fatti è facile vedere che si pnò , senza turbar I' or* 
dine dì grandezza di due quantità separate dai segni , 
moltiplicarlo o dividerle per una stessa quantità, e che si pud 
ancora aggiungere o sottrarre la stessa quantità da ciascun la- 
to di cotesti segni , i quali godono a tal proposito delle stes- 
so proprietà del segno d’ uguaglianza. 

213. Segue da ciò che precedo , che ogni equazione di 
grado dispari ha neceuariamenle una radice reale di segno con- 
trario a quello del suo ultimo termine ; coociossiacchà se si 
prende il numero ilf tale , che il segno della quantità 

Al” -t- P.’tf'»-* -i- Q3f”-' + m + U 

non dipenda che da quello del suo primo termine M” , 1' espo- 
nente m essendo dispari , il termine JH” sarà dello stesso so- 
gno del numero M (n.“ 128). Ciò posto, se l’ultimo termine U ha 
il segno -|- . facendo x = — M , si avrà un risultamcnto di se- 
gno contrario a quello che dà la supposizione di ar = 0; e da 
ciò si scorge che la proposta ha una radice tra 0 e — ilf , 
cioè, negativa. Se 1’ ultimo termine V ha il segno — , si fa allo- 
ra X =-^ M; viene un risultamento di segno contrario a quel- 
lo che corrisponde alla supposizione di a; 3= 0 ; ed in questo ca- 
so la radico si trova tra 0 e ilf , vale a dire , è positiva. 

2H. Allorché I’ equazione proposta è di grado pari , il 
primo termine ilf'” restando positivo , qualunque sia il segno 
che si dà ad ilf , non possiamo assicurarci , in virtù di ciò 
che precede , dell’ esistenza d’ una radico reale , se I' ultimo 
termine ha il segno -j- ; perchè , sia che si faccia a; =r 0, sia 
, che si faccia ds = ilf , si ha sempre un risultamcnto posi- 
tivo: ma quando l’ultimo termine è negativo, si trovano, facendo 

af = -}-Af,‘ desO, x z= — M , 

tre risultamenti alletti rispettivamente dai segni , — e -f-, 
I e por conseguenza I’ equazione proposta ha in questo caso al- 

fi meno due radici reali , una positiva , compresa tra ilf e 0 . 

^ r altra negativa, compresa tra 0 e — ilf : dunque ogni equazione 
jj, di grado pari , t’ ultimo termine della quale è negativo , ha al- 
\\ meno due radici reali , l' una positiva e V altra negativa. 

i\ 215. Vengo ora alla risoluzione delle equazioni per ap- 
' \ prossimaziono , od a fino di rendere più chiaro ciò che deb- 
"j>o diro su questo soggetto , prendo da principio un esempio, 
^^ia l’equazione 

i X* — 4®’ — 3® -f- 27 =a 0 ; 

34 
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il suo massimo coefficiente negativo essendo — , segue dal 

D.*’ 212 che la sua massima radice positiva sarà minore di 5. 
Sostituendovi — y io vece di x , essa diventa 

V* + iy’ + 3y -i- 27 =5 0 ; 

e questo risnltamento avendo tutti i suoi termini positivi, mO' 
etra che y deve essere negativo ; da ciò segue che x è nc> 
cessariamente positivo , e ohe I’ equazione proposta non po- 
trebbe avere radici negative : le radici reali son dunque com- 
prese tra 0 6 + 5. 

I) primo metodo che si presenta per ottener^ limiti piCt 
approssimati , consista a supporre sqccessivamente 

a? = l, «5=2, e = 3, «sii'; 

e se due di questi numefrj , sostituiti neli’ equazione proposta, 
danno risultamenti di. segno contrario , essi saranno nqovi li‘« 
poiti dello radici. Ora facendo 

« = 1 , il primo membro di essa diventa r(- 21 , 

« = 2 + 5, 

« = — 9, 

a = 4 

ii ycdg dunque che quest’ equazione ha duo radici reali, l'una 
cornpfesa fra 2 e 3 , e I’ altra fra 3 e It. Per approssimarsi 
ancor più alla prima , sì prenderà il medio tra i due numeri 
che la racchiudono, il che darà 2 , 5 { Aritm. n.° 129 ) ; si 
supporrà in seguito « =s 2 , 5 : il risultamento di questa 
sostituzione , il quale ò 

+ 39,0625 r- 62.5 — 7,5 + 27 =s -- 3,9375 , 

(a vedere , perchè è negativo , che la radice cercata cado 
tra 2 e 2 , 5. Prendendo il medio aritmetico tra questi due 
numeri , verrà 2 , 25 ; limitandoci ad « = 2 > 3 , avremo 
la radice cercata , dìflerente dal suo vero valore per meno di uo 
decimo , e ài potrà andare rapidissimamente tanto da presso a| 
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vero Valore di siffatta radice , quanto ai vorrà ■ col metodo 
aeguento , dovuto a Newton. 

Si farà jc = 2 . 3 + y ; è evidente che 1’ incognita y 
non sarà che una piccola frazione , di cui ai potrà trascurare 
il quadrato e le potenze superiori ai avrà in tal modo 

s= (2.3)< + 4 (2,3)’y . 

^ = - 4 (2.3)’ — 12 (2,3)*y , 

— 3® rs - 3 (2,3) — 3y ; 


mediante queste sostituzioni l'equazione proposta diverrà 


e darà 


— 0 , 5839 — 17,8l2y = 0 , 


__ 0.5839 

^ ” 17,812 ‘ 


In questa prima operazione non si adderà al di là delle parti 
centesime ; e ne risulterà 


y = — 0,03 . ed a; = 2.3 — 0,03 = 2,27. 

Per ottenere un nuovo valore di x più esatto del precedente, 
si supporrà a: 2 , 27 y' ; e sostituendo nell’ equazione 

proposta , non si terrà conto che delle prime potenze di y'. Si 
troverà 

— 0,04595359 - 18,046468y' === 0 , 


da cui ricavasi 


0.04595359 

18,040468 


= — 0,0025 , 


e per conseguenza x = 2,2675. Si può, continuando a prò* 
cedere iu questo modo , arrivare ad un valore di x per quan* 
to si vorrà prossimo al vero. 

La seconda radice reale , compresa tra 3 e 4 , calcolala 
alla stessa guisa , sarà 

X = 3,6797 , 
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arrestandola alla quarta cifra declinale. 

216. Si apprezzerà il grado d’ esattezza del metodo che 
ho esposto , cercando il limite dei valori dei termini che si 
trascurano. 

Se r equazione proposta fosse 

+ O»”*"* -1- r* + . 


la sostituzione di a + r * darebbe per rìsulta- 

mento il primo di quelli che ho trovati nel n.® 204, perchè 
a non essendo la radice dell’ equazione , ma solamente un 
valore approssimato di x , non rende nulla la quantità 

o" -f- P»’"”' -f* Ta -f- P* 

Rappresentando quest’ ultima con F , si avrà , in vece 
dell’ equazione (d) del numero citalo , la seguente 


>'+T»+i^»’+r:Tn. *'-+»’=*• 

dalla quale si ricaverà 

iiy = — Y — i . 273 ■" ’ 


y = ~ 1 - 


By* 

X.'-lA 1 . 2 . 3A 




ÌT 

A ' 


Trascurando le potenze di y superiori alla prima , ed arre.- 
standoci in conseguenza ad 


V 

l’ errore sarà 


Py* Cy’ y"" 

1.24 1.2.34 4* 
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Se a non differisco dal vero valore di x che d' una q'ian'^ 

1 

tilà minore di — a , l’errore suddetto diverrà minore del nu« 
. P I 

mero che si otterrebbe mettendovi - a in luogo di y , il che 
darebbe P 


— ^ /ay c ^a\ 1 /a\"* 

i.^A^pJ i.2.‘3A\SJ ilVp/ ' 

Calcolando questa quantità , si vedrà con sicurezza se es* 

sa può essere disprezzata a fronte di -7 ; e se si trovasse 

A 

troppo grande relativamente a ciò , bisognerebbe cercare per 
a un numero più prossimo al vero valore di x. 

Del resto , quando si sono calcolati parecchi dei numeri 
y > y' f v'' • ec. , e i risultamenti ottenuti formano una serie 
decrescente , I’ approssimazione non potrebbe essere dubbiosa. 

217 . Il metodo di cui ho fatto uso > è conosciuto sotto 
il nome di lUetodo ielle Sotfituzioni tuecetiive. Lagrangia lo ha 
considerabilmente perfezionato. ( Si vegga la RholuzioM delle 
Equazioni numeriche ). Egli ha osservato dapprima che non 
sostituendo che numeri interi , si potrebbe passare al di là di 
parecchie radici senza ravvisarle. £d in vero , se si avesse , 
per esempio , l’ equazione 


e si sostituissero in luogo di x i numeri 0, 1, 2, 3, ec. , si 
passerebbe al di là delle radici » ^ K scoza riconoscerne l' e* 

V A 

sistenza , giacché si avrebbe 

(«-D (»-|) (»- 3) (o-t) =+|x| X 3 X 4 , 


(*-D (*-ì) 0-3) (l-4)=+|xlx2X3, 
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risultamenti dell* istesso segno. È facile vedere che una Iole 
circostanza dipende da questo , elio la sostituzione di 1 in 
luogo di X fa cangiare di segno nel tempo stesso ai due fat« 
11 '' 

tori X — 3 * ® — 2 ’ ' erano 

quando si poneva 0 in luogo di x , diventano entrambi posi- 
tivi ; ma se si fosse posto per x un numero compreso tra 

i ed i , avrebbe cangiato di segno il solo fattore a: g , o 

si sarebbe ottenuto un risultamento negativo. 

Si cadrà necessariamente sopra un somigliante numero 
tutte le volte che si sostituiranno in vece di x numeri , la 

cui diflerenza sia minore di quella dello radici ^ cd - . Se , 

per esempio , si fanno le sostituzioni ^ ^ > ;^,ec. 

si troveranno due cangiamenti di segno. 

Air esempio riportato qui sopra potrebbe obbicttarsi, che 
quando si sono fatti sparire i coefficienti frazionari da un’equa- 
zione , essa non può avere per radici che numeri interi o ir- 
razionali , e iion già frazioni ; ma è facile vedere che i numeri 
irrazionali , ai quali per maggior semplicità abbiamo quivi so- 
stituito frazioni , possono diiferir tra loro per meno dell' unità. 

In generale i risultamenti saranno dello stesso segno ogni 
qual volta le sostituzioni cangeranno il segno ad un numero 
pari di fattori (*). Per ovviare a tale inconveniente , è d’ uo- 
po porre tra i numeri da sostituirsi , dal minimo limite sino 
al massimo , una difTerenza minore della minima delle diffe- 
renze che aver possono fra loro la radici dell’ equazione pro- 
posta ; con questo mezzo lo sostituzioni cadranno necessaria- 
mente tra lo radici consecutive ; e non faranno cangiar di se- 
gno che ad un sol fattore (*"). Questa operazione non richie- 
do già che si conosca la minima differenza tra le radici reali. 


f*) Non è dunque possibile di scoprire con questo metodo le ra- 
dici ognali quando sono di nnmero pari ; ma allora si adopera quel- 
lo del n.° 206. 

(**) Qui non si tiene alcun conto delie radici immaginarie, per- 
chè desse SODO sempre di nnmero pari, e si aggruppano a due a due 
in fattori reali di secondo grado ,ì quali non naugiano affatto di segno 
per qualunque valore che diasi ad x. ( Si vegga il Complemento. ) 
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ma solamooto che abbiasi un limite al di sotto del qualo 
essa non potrebbe cadere. 

Per procurarsi cotesto limite , si formerà l’ equazione ai 
quadrati delle differenze delle radici ( n.° 208 ). 

Sia 


+ P*” ' + SS**”* . . . + tz + u = 0 ... [D) , 

questa óquaziooo ; per ottenere il più piccolo limite delle 
sue radici , si farà z — - ( n.“ 212 ) , e verrà 


1 -L p _1_4- fl ... . + f- +M=;?0. 


ovvero riducendo tutti i termini al medesipno denominatore , 
1 + P« + 9®’ • T • • "f“ lo””’ -j-'tto** = Q ; 
poi dividendo per ii , otterrassi 


4 - = 

^ « q ' * ‘ M 


e se ~ rappresenta il massimo coefficiente negativo di questa 
equazione , si avrà 





E qui non bisogna considerare che il limile positivo , essendo 
questo il solo che si rapporta alle radici reali della proposta. 
Conoscendo il limite 



ri-4 ’ 
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minore del quadrato della minima differenza tra le radici 
della proposta , se ne estrarrà la radice quadrata , o almeno 
si prenderà il numero razionale immediatamente al di sotto 
di questa radice ; quei^ numero , che indicherò con k . di- 
noterà r intervallo che bisognerà porre tra ciascuno dei nu- 
meri da sostituirsi. Si formeranno cosi le due serie 


0 , i , 2à » “f" 3lr f ec. , 

— k , — 2* , — 3* , ec. , 

dello quali non si prenderanno che i termini compresi tra i 
limiti della minore e della maggiore delle radici positive , e 
Ira quelli della minore e della maggiore delle radici negative, 
dell' equazione proposta. I cangiamenti di segno che offrirà la 
serio dei risultamenti ottenuti mediante la sostituzione di cia- 
scuno di questi numeri in luogo di x nell’equazione proposta, . 
manifesteranno le diverse radici reali di lei , tanto positive , 
che negative. 

218. Vaglia l’esempio dell* equazione 
a’ — 7ar -f 7 s= 0 , 

la quale nel n.° 208 mi ha condotto all’ equazione 
*3 — 42z* -f- kkìz — &9 =s 0 ; 

facendo z = , ed ordinando il risultamento di questa so- 

stituzione per rispetto a « , si ha 



bisognerà dunque prendere k = , o pure 
disfarebbe a questa condizione prendendo k = 


< 


1 

K'fo 


. Si sod- 


r : ma basta sup- 
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porre k = perciocché , mettendo nell* equazione prece* 

dente 9 in luogo di o , si ottiene un riiuHamento pogitivo» il 
quale non può diventare se Don maggiore quando sì darà a « un 
valore più considerevole , perché i termini o* e 9o’ di già si 
1^2 1 

distruggono , e supera ^ . 

Il maggior limite delle radici positive deirequazione proposta 

*> — + 7 = 0 


è 8, 0 quello dello radici negative è — 8; avranno dunque a 
sostituirsi per x i numeri 



Sì potranno evitare le frazioni facendo = ? ; perché 

O 

allora le diflerente tra i valori di x* saranno triple di quelle 
che si trovano tra i valori di x, e supereranno io conseguenza 
r unità .* non si avranno più cosi che a sostituire successiva* 
mente i numeri 


0 , 1 , 2 , 3 n , 

\ f 2 I 3 ^ • • • • « “ 2à* 


nell’ equazione 


«« — 62*^ + 189 = 0 . 

I segni dei risnilamcnti caogeranno da-f*^a+5, da + 5 
a 6 , e da — 9 a — 10 , di maniera che si avranno i valori 

33 
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; , e di qui ? 

®'>5e<6j 1«>| ®<|; 

cd il valore negativo di x' cadendo Ira 9 e — iO , quello di 

Conoscendo ora le diverse radici dell' equazione proposta , 

per meno di ^ circa diflorenti dal loro vero valore, potremmo 
o 

approssimarci sempre di più al valor vero , come nel n.° 215. 

219. Ciò che si è praticato sull' esempio del n.° 215 e su 
quello del numero precedente , si applicherà ad un’ equazione 
di grado qualunque , e farà conoscere i valori approssimati di 
tutte le radici reali di tale equazione. Non si può peraltro di- 
sconvenire che il calcolo- diventi penoso , qualora I' equazione 
proposta si eleva un poco di grado ; ma in molti casi non sa- 
rà necessario di ricorrere all’equazione [D] , o pure vi si po- 
trà supplire con mezzi , che lo studio dei rami ulteriori del* 
l’Analisi farà conoscere (*}. 

Farò intanto osservare che le sostituzioni successive dei 
numeri 0 , 1 . 2 , 3 , ec. in luogo -di x offrono spesso indici 
bastanti per far sospettare deli' esistenza delie radici la cui 
differenza è minore dell’ unità. Nell’ esempio , di cui mi sto 
occupando , dette sostituzioni danno i risultamenti 

+ 7, -fi. -fi, -fl3, 

i quali tornano ad esser crescenti dopo essere stati decre- 
scenti da -f 7 a -f 1. Questo andamento.retrogrado porta na- 
turalmente a credere che tra i due numeri -f 1 e -f 2 cadano 


(*j Si può anche vedere nel Trattato dtUa Atsoiuzione delle Equa- 
tioii numeriche od metode elegantissimo dato da Lagrangia , per 
evitare l’ oso dell’ equazione (O). Altri geometri hanno pure arricchito 
questo soggetto di procedimenti ingegnosi , ma che neanche mi sem- 
hraifo di dovere entrare negli elementi. 
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due radici , o uguali , o quasi uguali. Per verificare 
soipetto , bisogoa moltiplicare T incognita. Facendo » - 

trova 

y’ — 700y 4-7000=0 , 

equazione che ha due radici positive, l’ una tra 13 e H, l'al- 
tra tra 16 e 17. 

Il numero dei tentativi necessari per iacoprire queste ra- 
dici non è grandissimo ; poiché y non dee cercarsi che tra lO 
e 20 ; e i valori di questa incognita essendo determinati in 
numeri interi , se ne deducono quelli di x , ch^ diOerisconu 
dal vero per meno d’ un decimo dirca dell’ unità. 

220. Allorché i coefficienti dell’ equazione che si dee ri- 
solvere sono numeri considerevolissimi , torna conto di tra- 
sformarla in un' altra , i coefficienti della quale siano chiusi 
tra limiti più ristretti. Se si avesse , per esempio , 

X* — 80x- -f- 1998»’ — U937* -f- 5000 = 0 , 

si farebbe x = lOz , e si otterrebbe 

2» — 8z’ -f- 19,98z* — U,937z + 0,5 = 0. 

Contentandoci di prendere in questo risultamento i numeri in- 
teri che piu si approssimano ai coefficienti , in tale supposte 
avremmo 


questo 


. si 


10 ’ 


jjv _ 8*’ 4- 20z* — 15* 4- 0,5 = 0. 

Si troverebbe senza pena che z ha due valori reali compresi 
tra 0 ed 1 , e tra 1 e2 , dal che segue che due radici reali 
della proposta sono tra 0 e 10 , e tra 10 e 20 ; ma ciò non 
dev’ essere riguardato che come un’ indicazione , la quale ha 
bisogno d’essere verificata; imperocché può benissimo acca- 
dere, che un piccolo cangiamento nei coefficienti di un' equa- 
zione renda immaginarie talune radici che prima erano reali , 
e reciprocamente. 

Non farò qui parola della ricerca dello radici immagina- 
rie , perchè essa è appoggiata sopra principii , la cui esposi- 
zione mi condurrebbe troppo lontano ; la rimetto perciò al 
Complemento di questo Trattato. 

221. Lagrangia ha dato alle sostituzioni successive una for- / 
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ma che ha il vantaggio di far conoscere ijumediatamente io 
ciascuna operazione di quanto uno gi sia approssimato alla vera 
radice . e che non richiede che se n’ abbia in principio un va- 
lore che differisca dal vero per meno di gn decimo circa* 
Rappresento con a il numero intero immedia^megte mi- 
nore della radice cercata; altfo non bisognerà , per ottenere 
questa radico , che aumentare a di qpa fraaigne : si avrà dun« 

que a; SB a -l' ~ • L’ equazione io y , chp risulterà ^al|g so? 

stituzione di questo valore nella profiosta, avrà necessariamente 
una radico maggiore dell' unità | chiamando b il numero intero 
immediatamen^ al di sotto di questa radice , verrà per una 

seconda approssimazionp a; se: a -f- ^ . Ma à rispetto ad non 


essendo che ciò che a è rispetto ad sp, tS potrà nell' equazione 

in p fare y rss 6 , ed sarà nocessariamepte maggioro 

dell’ unità ; chiamando V il numero iptero immediatamente ql 
di sotto della radice dell’ equaiione in y , si avrji 


* ^ 6* bf 


riipottendo questo valore jp quello di 7 > ne risillter^ 



per il terso valore approssimato di ar. Se ne troverà qn quarìp 
facendo y' e= 61 *4**^ 5 poiché se 6" dinota il namefo intero 
ipamediatamente al di sotto di yf' , si avril 




bW' + i 
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e quindi 

Vt ^bbibu + L» + b 
+ i/fc» 4 - I -|- t ’ 

_ I W'+i 
*^®'^ 66 ' 6 "+ 6 «+ 6 ’ . 

e cosi di seguito. 

222. Passo ad applicare questo metodo all' oqqazioue 


<p’ — 7* + 7 = Q . 


6 > h già feduto ( d.° 218 ) che la più piccola delle radici 
positive di questa equazione era tra ^ ° 3 ' 1 1 e 


2 i {arò duDCfue « =: 1 


+ 


— , ed avrò 

y 


V’ — + 1 = 0 . 


|l liteite delle radici positive. di quest* ultima è S ; 0 sostituendo 
successivamente Q, 1, 2, 3. >n luogo di y , si conoscerà beptO' 
sto che essa ha due radici maggiori deli' unità , cioè , una tra 
f e 2 • e l’ altra tra 2 e 3 : tre risulterà dunr^ue 

• \ 

*= 1 +|- ,ed ® 5 sl+|, 
vale a dire , 


« 3 SB 2 ed ® = I . 

z 


Questi due valori 

.6 5 , S 

3 ® 3 ' 3 ® 


corrispopdopp a quelli che ho trovati 
g , e che dilTeriscooo tra loro per me* 


no di un’ bnilà. 

l’or portare più ioBapsi il grado dVosatl^zza della prima 


Digitized by Google 



278 B L B H B ir T t 

radice , le quale corrisponde ad v = i , si farà 


e li avrà 


|U - 


1 + n - 

y 


-f- 1 ss 0 . 


In questa equazione non si troverà che una sola radice maggiore 
dell’ unità , e compresa tra 2 e 3 , il che darà 

y = 1 + - . 

y — 2 — 2 ’ 


e per conseguenza 




Supponendo in seguito y* =s 2 ^ > no risulterà 

jftn __ 3y«* _ kyii 1 =3 0 ; 

si troverà y'Mra e 5 , e prendendo il più piccolo limite 4 > 
verrà 

v'=2+p *-i+à = r3- 

Niente è più facile del proseguire con questo metodo , facendo 
y = 4 4- , e cosi di seguito. 

Ritorno ora al secondo valore di x , che ho trovato e- 

O 

guaio a ^ per una prima approssimazione , e che corrispon- 
do ad y= 2 :foy= 24 -^j, e sostituisco nell’equazione in y; 
avrò , dopo di aver cangiati i segni per rendere il primo ter- 
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mine positivo , 


yj 4- y* _ 2y' — 1 = 0. 

; 

Questa equazione , come la sua corrispondente nell' operazio- 
ne fatta di sopra , non avrà che una sola radice che sorpassa 
I’ unità , cioè , tra 1 e 2 ; e prendendo ^ = 1 • ne risulterà 



Ponendo ancora 
si otterrà 

, «3 — 3 y//* — iy» _ 1 = 0 , 


equazione che dà y" tra e 5, e da ciò conseguentemente segue • 




Per andare piò avanti , si farà y" = 4 + , e cosi di se- 

guilo. 

L'equazione «’ •— 7ar -f- 7 = 0 ha pure una radice nega- 
tiva compresa tra — 3 e — k. Per approssimarvisi di più, fa- 
1 

rassi aj ss — 3 — — il che darà 

y3 — 20y* — 9y — 1 = 0 , y > 20 e <' 21 , 
e da ciò risulterà 



Spingendo il calcolo più oltre, 


si supporrà y = 20 + — ,,ec.. 
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e Bi otterranno snccesBivaénente valori di più P'* „®**'^** 
Ciascuna delle diverso trasformalo in » « » • 
avrà sempre una sola radice maggiore dell* unilà ^ 

i limiti a ed o + 1 compresa che una sote radi 

ce Sa propo8»r; ma quando Irà i litoili a ed a + 1 saran- 
no compr^ese due , o più di due radici della proposta , come 
è accaduto nell’ esempio di sopra , in alcune delle ^fl”** ® 
in u . ec. si troveranno parecchi valori maggiori dell uni- 
tà ^ dai quali partiranno le serie d’ equationi che faranno co- 
noscere in particolare le diverse radici che ha la proposta tra 

i esercitarsi ulteriormente sopra l’ eqoaaione 


X 


t ^ — 5 cc: 0 I 


la cui radice reale cade tra 2 e 3 ; ei troverà pei valori in- 
teri di p » y* » cn* 

iO , 1 , 1 . 2 , 1 , 3 , 1 , li 12 , ec. , 


e pei valori approssimali jji x 


2 

i 


21 

ro 


23 

fi 


kk 

21 


m 

53 


155 

7!t 


576 

275 


^ 1 ^ 

349 ’ 624 


16415 

7837’ 


DelU proporzioni e dille progreuioni. 


223. Ho esposto nell’ Aritmetica la defimzioM e le pr 
prietà fondamenUli della proporiione e * 

r dire di ciò che si 

proporzione aritmetica i applicherò ora l ^ 

zZi , e perverrò con tal mezio ad alcuni risnlUmenti . che 

sono di un uso frequente nella Geometria. 

Comincerò dèi far osservare che 1 ®g 

proporzione possono esprimersi con ^uazionu bian , « • 
le . D I quattro termini della prima a . 6 , c . d quem 

della seconda; si avrà 

p — A=D — C (Arilm. n.® 127) . “ = ^ (ilrifm. n.® Ili ) i 
equazioni che debbono essere riguardate come equivalenti allo 
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A. B: c . D , a: b :: c: d , 

e che danno 

A -jr D ^ B C , aà^be. 

Da ciò segue che ntlV equidifferenza la somma dei termini estre- 
mi eguaglia quella dei termini medii e che nella proporzione 
il prodotto dei termini estremi è uguale a quello dei termini 
medii , appunto come è stato dimostrato nell’ Aritmetica ( n.* 
127 e 113 ) eoo ragionamenti dei quali le equazioni di so- 
pra non sono che la traduzione. 

Le proposizioni reciproche delle precedenti si dimostrano 
facilmente ; poiché dalle equazioni 

A B ss B C , ad =s be 

si toma immediatamente a 



ed in conseguenza allorché quattro quantità son tali , che due 
tra loro danno la medesima somma o t{ medesimo prodotto che 
le altre due , le prime sono s medii e le seconde gli estremi 
( 0 reciprocamente ] di un’ equidifferenza o di una proporzione. 

Quando B s=s C , 1’ equidiflerenz'a vien detta continua ; lo 
stesso accade della proporzione quando b=c; e si avrà allora 

A + D=z2B , ad 

Vjalo a dire che tn un’ equidifferenza continua la somma degli 
estremi è uguale al doppio del termine di mezzo , e che in 
una proporzione continua il prodotto degli estremi è uguale al 
quadrato del termine medio. Ricavasi da ciò 


_A+ D 

r~ • 


b ad ; 
36 
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h quaotiU J? è il termine medio ( ovvero la media propor- 
stonate aritmetica } tra A e 0, e la quantità b la media pro- 
porsionale ( geometrica ) tra a e d. 

Le equazioni fondamentali 



conducono {dtresl alle seguenti 

c d 

C-A=:D-B, - = ; 

a » 

e ciò dimostra che nelle espressioni A . S C . D, al b 

si possono cangiare i iDcdii di posto , e dedurne A. C \ B . D , 
a I e II b I d. In generale potranno farsi tuUe le trasposizio» 
ni* di* termini , che andranno d’accordo collo equazioni 

A-^ DzzsB + C ed ad = 6c (An'tm. n.“ lU). 

Pongo ora dall’ un dei canti 1’ equidifferenza , per non 
occuparmi che della sola proporzione. 

‘ . b d 

224. Si può ai due membri dell’ equazione — = — ag- 

giungere o togliere una medesima quantità m ; ciò facendo, 
si avrà 



riducendo i termini di ciascun membro al medtsimo deno- 
minatore , si otterrà 

b± ma _ d± me 

a e 

equazione che può esser posta sotto la forma 

c d + me 

a 6 + ma ’ 
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e cba ridùceti alla proporzione seguente 

6 ± «no : di me o ; e ; 

® d . • , 

e licsome “ — j" i *• «vra parimente 

d i me d 

6 i «»a b 

ovvero 6 ± ma : d ± me :: J : d. 

Queste due proporzioni possono enunciarsi cosi : Il primo 
con$eguente , più o meno un certo numero di volle il suo an- 
tecedente , sla al secondo conseguente , più o meno il medesi- 
mo numero di volte V antecedente di esso , come il primo ter- 
mine sta al terzo , o come il secondo sta al quarto. 

Paragonando separatamente le somme tra loro , e le dif> 
ferenze ita loro , si avrà 

d 4 - me e 

6~^ma a ' 

e da questo si conchiuderà 

d 4- me 

6 4**"® 


d — me e 
b—ma a 


d — me 
b — ma ’ 


vale a dire , 

6 4- ma : d 4* me 11 b — ma l d <— me , 
oppure « mutando i medi! di posto • 

6 4- ma : 6 — . mo :: d 4*.mc : d — me ; 
e se sì fa m = 1 , si avrà solamente 

ft4"Olfr — oItd4“Cld — e, 
il quale risultamento si enuncia cosi : 
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La somma dei due primi termini sta alla toro differenza, 
come la somma dei due ultimi sta alla loro differenza. 

225. La proporzione a l b il e l d potendo essere scritta 
come segue 

al cubi d. 

si avrà 

e . d , 

— X a» r , 

a b 

quindi 

c X d + mb 

a b ‘ 

• Goalmente 



c + ma ; (? + fn6 a ; 5 , ovvero y, e l d; 


dal che risulta che il fecondo antecedente , più o meno un 
certo numero di volte il primo , età al eeeondo conseguente , 
più 0 meno lo stessa numero di volte il primo , come uno qua~ 
lunque degli antecedenti sta al suo conseguente. 

Questa proposizione può ancora dedursi immediatamen- 
te da quella del numero precedente ; poiché cangiando i Aie- 
dii di posto nella proporzione primitiva 

a:b :: c: d; 

e poi applicandovi la proposizione citata , si ottiene succes- 
sivamente 


a\c::b : d, 

e + ma ; d + mb II a I b , ovvero :: c ; d ; 

e dando ip quest' ultima alle lettere a , b , e , d la deno- 
minazione che esse hanno nella proporzione primitiva , si ot- 
tiene il precedente enunciato. 

Facendo m=l, se ne ricaveratmo le proporzioni particolari 

c ± a : d :tb :: a : b 
:: c : d , 

e a l e — a :: d b I d — b ; 
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il che vuol dire che la somma o la differenza degli antecedenti 
sta alla somma o alla differenza dei conseguenti , come un an- 
teeei/ente sta al suo conseguente , e che la somma degli anteee~ 
denti sla alla loro differenza , come la somma dei conseguenti sta 
alla loro differenza. 

In generale , eia una serie di frazioni uguali 

b _ 

a c e ~^g 

e facciasi — = o ; si avrà 
a 

d f A , - 

- — q , — — q , — — q , ee. , 


il che darà 

S 

bs= aq , dsaeq , f zs eq , hr^gq, ec. ; 
c sommando questo equazioni membro a membro , verrà 
ec. aq cq -j- ej "i* jj "t* cc* » 

ovvero 

A + d + f + A -f ec. = g(a + c + ® + S + ec.) , 

dalla quale equazione si deduce 

b-\-d-{-f-{-h-\- PC. _ b i 

ec. ^ a 

Enunciasi questo risultamento dicendo che tn una serio di rap- 
porti uguali a;br:c;d:;e;tt;g;h:; ec. fo somma di 
un numero qualunque di antecedenti sta alla somma di un egual 
numero di conseguenti, come un antecedente sta al suo conseguente. 
226. Allorché si hanno le due equazioni 
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si possono moltiplicare i primi membri di esse tra loro • e i 
secondi membri parimente tra loro , e si otterrà 

bf dh 

— t=s — , 

ae cg 

equazione equivalente alla proporaione 
ae \ bfl\ cg \ dh , 

la quale si otterrebbe altresì moltiplicando ciascun termino 
della proporzione 


a : h c ; d 


per quello che gli corrisponde nella proporzione 


Due proporzioni moltiplicate in siflatta maniera termine per 
termine . si dicono moltiplicate per ordine ; ed i prodotti che 
ne risultano sono , come si vede , in proporzione ; i nuovi rap- 
porti sono i rapporti eompoeti dai rapporti primitivi (dn<.n.° 123). 

É facile convincersi che si perverrebbe egualmente ad 
una proporzione , dividendo due proporzioni termine per ter- 
mine . ovvero per ordine, 

227. Allorché si ha 

d 

H'~~é ’ 

se ne può conchiudere che 

ò" __d" 

-m — ^ » 

il che dà 

a" : b* c" ; d'“ ; 

< quindi è che t quadrati , i cubi , ed tn generale le polente si* 
min di quattro quantità in proporzione , tono anche in pro- 
porzione. 
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La stessa cosa avrebbe luogo per le potenze fraziona- 
rie ; perocché essendo 


m m 



ne risulterà 

m m 

yr _ 

m n * 

yà yr 

ovvero 

m n m m 

f^a : /r :: . 

tutte le volte che starà a h \\ e d \ e ciò vuol dire, che 
It radici del medesimo grado di quattro quantità in propor~ 
xione sono esse pure in proporzione. 

Tali sono i principali punti della teorica delle proporzioni. 
Questa teorica non è stata inventata che per iscoprire alcune quan- 
tità, paragonandolo ad altre quantità. Sono stati conservati pec 
lungo tempo i nomi latini annessi ai diversi cangiamenti , o tra- 
sformazioni , cui può essere assoggettata una proporzione ; si 
principia al di d’ oggi a non caricarne più la memoria di quelli 
che studiano lo Matematiche ; e lutto I’ apparato delle propor- 
zioni diverrebbe inutile , se ad esse si sostiluissero lo equa- 
zioni corrispondenti , la qual cosa darebbe , a creder mio , 
più uniformità ai metodi , e più nettezza alle idee. 

228. Dalle proporzioni alle progressioni il passaggio è fa- 
cile. Avendo concepito neirequidiflereuza continua Ire quantità, 
di cui r ultima supera la seconda dj tanto , di quanto que- 
sta superava la prima , si è subito immaginato di conside- 
rare un numero indeCnito di quantità a , 6 , c , d , cc. tali , 
che ciascuna di esse superasse quella che la precede di una 
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medesioia quantità ^ , di maniera che (otte 

6 = a-f-^, c = 64"^. d = c + J, e=:d-j"^»®®* 
La serio formata da queste quantità si scrive cosi 
•r a . b . c . d . e . f . ee. 

e si chiamava progressione artfmetiea; ma io ho creduto di dover 
mutare questo nome in quello di progressione per dilferenza. 
( Si vegga Arit. , nota del n.° 127 ). 

Si può calcolare un termine qualunque di questa pro- 
gressione , senza il soccorso dei termini intermedii. In fatti , 
se si pone per 6 il suo valore in quello di e , ne risulterà 

e — a + 21’ ; 

mediante quest’ ultimo si troverà 


d = o 3J' , poi e = o -j- , 

e cosi di seguito ; e da ciò si rende manifesto che chiaman- 
do { il termine il cui posto fosse indicato da n , avrebbesi 

I = a -{- {n — 1) J. 


Sia , per esempio , la progressione 

~ 3 . 5 . 7 . 9 . Il . 13 . 15 . 17 . ec ; 

qui il primo termine 0 = 3. la differenza ( ovvero la ragione ) 
^ — 2 ; si troverà per l’ ottavo termine 

3 + (8 — l) 2 = 17, 


al qual numero si perviene di fatto calcolando successivamen- 
te tutti i termini che precedono I’ oliavo. 

La progressione che ho considerata , era ereseente ; scri- 
vendola con ordine inverso net modo seguente : 


17 . 15 . 13 . Il . 9 . 7 . 5 . 3 . 1 . — 1 . — 3 , ec.; 

essa sarebbe decrescente. Se ne trovereb^ ancora un 
-qualunque mediante la formola o -|- (« — 1) 1 * osservando che 
S' vi devo essere supposto negativo , perchè allora la differenza 
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dee togliersi da un temtine qualunque per ottenere il termine 
seguente. 

229. Si giunge pure semplicissimamente a conoscere la 
somma d’ un numero qualunque di termini della progressione 
per differenza. Questa progressione essendo rappresentata da 

ed S esprimendo la somma di tutti i suoi termini , si avrà 

S o “I” b “l- c...... i -|- à -j- (. 

Scrivendo i termini del secondo membro di questa equazione 
in un ordine inverso del precedente , si avrà pure 

S=sl-{-k + i +c + 6+a. 

So questo equazioni si sommano , e si riuniscono i termini 
che si corrispondono , emergerà 

2S = (a+JJ + (6+fc) + (c+0 + (<+c] + (i+t) + (i-l-a); 

ma per la natura della progressione , partendo dal primo ter* 
mine . si ha 

0 + J=36, 6-(-J' = c, i f ss k , = 

ed in conseguenza , partendo dall' ultimo . 

1 — S = k , k — { ssi c — S = b , b — d = 0: 

V addizione delle equazioni corrispondenti fa subito vedere che 

o + J = 6 fe =x e + I , ec. , 
e che per conseguenza 

2S ss n [a l) ; 
e da questa equazione deducesi 

2 

37 
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Applicando questa formola alia progressione 
3 . 5 . 7 . 9 . ec. , 

si troverà per la somma degli otto primi termini 


A 


230. L’equazione 


i = fl + {« — 1)J, 

unita all’ altra 

c_ fa+J)» 


l^rge il mezzo di trovare duo qualunque delle cinque quan- 
tità a , ^ , n , I ed 5 , allorchò si conoscono le altre tre ; e 
siccome le dette equazioni sono semplicissime , non mi trat- 
terrò su i diversi casi che ponno presentarsi. 

231. Dalia proporzione è stata tratta la progressione per 
guozitntt ( ovvero la progressione geometrica ) , la quale con- 
siste in una serie di termini tali , che il quoziente di un ter- 
mine diviso per quello che lo precede , è sempre lo stesso , 
in qualunque luogo siano presi questi due termini. Le serie 

2 : 6 : 18 : : 162 : ec. , 

H- 45 : 15 : 5 : 1 : I : ec. 


sono progressioni di questo genere ; il quoziente ( ovvero la 
ragione ) ò 3 nell’ una e ^ nell’ altra : la prima è crescen- 
te , e la seconda decrescente. Ciascuna di queste progressioni 
forma una serie di rapporti eguali . e perciò esse si scrivono 
nella maniera di sopra indicata. 

Siano 

-|-a,6,c,d k , l 
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i termini d'ana progressione qualunque per qooiiente; facendo 
~ =3 g , avrò , per la natura di questa progressione , 

6^c__d e __l 

Q ^3 * ss ^ SS SS ^ • a • SSS ^ i 

a & c a k 

ossia b = ag,e=jbg,ds=eg, e=: dq, „„l=skq. 

Ponendo successiva mente il valore di b in quello dì c , que* 
st' ultimo io quello di d , o cosi degli altri , verrà 

6«= aq , c — aq', dssaq* , essaq* 1 = aq^^^ , 

dinotando con n il posto del termine I , ovvero il numero dei 
termini che si considerano nella progressione proposta. 

Mediante la formola l = si può calcolare un ter* 

mine qualunque senza passare per tutti i lermini intermedii. Per 
esempio , il decimo termine della progressione 

~ 2 : 6 : 18 : ec. 

è uguale a 2 x 9^ ~ 39366. 

232. Si può ottenere altresì la somma di quanti termini 
si vogliano della progressione 

^ a : b : 0 : d : oc. t 

sommando tra loro le equazioni 

b = aq , e=zbq , d=:cq , essidq, ...• Isskq ^ 

poiché ne risulterà 

b + c -f-d + e ... -j- I = {a + b + e + + àjj » 

e chiamando S la somma cercala, si avrà 

b *j* e *1“ d 6 ....... l ' ~ S ~~~ u , 

a -f- b -|- c -j- d ft S3 S — I , 

donde si conobiuderà 

S-a=33(S-I), 
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e per cons^ueoza 

! — ‘ 

Nell’ esempio dato di sopra Iroverebbesl per la somma 
dei primi dieci termini della progressione 

t: 2 : 6 : 18 : cc. 

il numero 


2 X y° 2 3,0 j =5 590^8 

2 

233. Le due equazioni 
I=ag" *. 

q —1 

contengono le relazioni che le cinque quantità a, q, n, I cd S 
debbono avere tra loro nella progressione per quoziente , e fa- 
ranno conoscere due qualunque di queste quantità . allorché 
le altre tre saranno date. 

231». Se si sostituisce aq'*~' in luogo di I nell’ espressio- 
ne di S , verrà 



Allorché q supererà l'iinità , là quantità q* sarà tanto 
maggiore quanto il numero n sarà più considerevole ; ed S 
sarà suscettibile di superare qualunque quantità per grande 
che si voglia , dando ad n un valore convenevole . cioè a di- 
re , prendendo un numero suiTìciente di termini delia progres- 
sione proposta. Ma se 9 è una frazione rappresentata da •- , 
ai avrà *” 

m — 1 I» — 1 
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ed è evidente che quanto più il numero n diverrà grande , 

tanto più il termine — ~ diverrà piccolo . e più per conse- 
m om 

guenza il valore di S ai approaaimerà alla quantità ^ • 

dalla quale esso non differisce che di 


a 

(m — 


dunque quanti più termini si prenderanno della progressione pro- 
posta, tanto più la loro somma si approssimerà ad — ' Es- 

sa potrà differirne anche meno di qualunque quantità per 
quanto piccola si possa assegnare , senza poterle essere mai 
rigorosamente uguale. 

La quantità , che dinoterò con £ , è , come ve* 

^ m — 1 

dosi , un limite , al quale le somme parziali rappresentate da 
S . si approssimano dì più in più. 

Applicando queste considerazioni alla progressione 


si avrà 


... * * 1 1 

- * • 3 ' k ’ 8 ' Te ‘ 


« * — * 

a =» 1 . ? r= . 


e per conseguenza 


am 


m sa 2 , £ = r = 2; 

n» “"T l 


e quanti più termini si prenderanno della progressione suddet- 
ta , tanto più la loro somma si approssimerà ad essere ugua- 
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le a 2. Trovasi in fatti 

1 



1 + 




i + è+r+|-+r6= 


15 

8 




31 

re' 



L’ espressione di L può essere considerata come la som- 
ma della progressione decrescente per quoziente , continuala 
air infinito ; e cosi di fatto vien presentata ordinariamente ; 
ma non potrà intanto concepirsene un’idea chiara e distinta, se 
non ravvisandola sotto l’ aspetto d un limite. 

335. Si possono ricavare dall’ espressione 



tutti i termini che compongono la progressione , dei quali es- 
sa rappresenta la somma ; poiché , se si efifettua la divisione 
di _ 1 per g — 1 (n.® 158) , si troverà 


g — I 1 — 8 


il che dà 


5 =3 a + flg oj* •••» *• 


Digitized by Coogle 


DI A L G B B B 295 

Il valore di L soddisfa ailo stesso fine , quando si ef* 
(èttua la divisione di m per m — 1 , come segue : 



ec. 

Sì divide primieramente m, al modo solito, pei primo ter> 
mine del divisore , il che dà per quoziente 1 ; si moltiplica 
questo quoziente pel divisore , e si toglie il prodotto dal divi- 
dendo ; si divide in seguito il resto 1 pel primo termino del 

divisore ; trovasi per quoziente ~ . che si moltiplica pel di' 
visore , e si ha per resto — : si opera su questo resto co- 
me sul precedente. Continuando cosi si conoscerà ben presto 
la legge che seguono tutti i quozienti parziali , e si vedrà che 

r espressione — è equivalente alla serie 


‘ o» m* ' »|3 1 

continuata all’ infinito ; ponendo per m il suo valore - , e 
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moltiplicando per a , si trova 

« + a? + ®3* + ®3* + ®®* 

per la progressione di cui L esprime il limite. 
236. Lo sviluppo 


1 + 



+ i, + eo. 


vien riguardato come il valore della frailone ^ ^ » tutte lo 

volte che esso è convergente , vale a dire , quando i termini 
che lo compongono , diminuiscono allontanandosi dal primo. 

In fatti , se si termina la precedente divisione successiva- 
mente al primo , al secondo , al terzo . . . resto , si trovano 


i quozienti 1 



ed i resti 


1 

m 


1 + 



m* 


ec. 


ec. 


I orimi non si approssimano al vero valore , se gli altri non 
vanno diminuendo ; e questa circostanza non ha luogo che 
Quando m supera F unità. In tutti gli altri casi non è permes- 
60 di trascurare i resti . i quali , aumentando incessantemen- 
te mostrano che i quozienti s’ allontanano sempre piu dal ve- 


to valore. , • . „ t» 

Per illustrare ciò , basta fare successivamente m = ^ , 

m =3 1 , m = . La prima supposizione dà 



e =:2 


1 + 
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e si è ;:ià veduto ( n.“ 234. ) che la serie che compone i) se- 
condo membro si approssimava realnieiitn di più in più a 2. 

La seconda supposizione conduce ad 

= 1 -f 1 -i- 1 + 1 + 1 + 1 + ec. 

t/4 1 U 

Questo risultamento continuato ali in» 

iiiiito , dà effettivameule una quantità infinita , come lo ri- 
chiede la natura dell' espressione ~ : pur tuttavia se in que- 
sto esempio non si tenesse conto dei resti, si cadrebbe in un’as- 
surdità; perciocché siccome il divisore moltiplicalo per il quo- 
ziente dee riprodurre il dividendo, bisognerebbe che fosse 

1 = 11 + 14-1+1 + m)XO; 

ma il secondo membro è rigorosamente zero ; avrebbesi dun- 
que 1 = 0. 

La terza supposizione conduce a conseguenze non meno 
assurde , quando si trascurano i resti , e si riguarda la serio 
che no risulta , con»’ esprimente il valore della frazione dalla 

quale deriva. Facendo t» = , si trova 


** — 1 1 2 + 4 + 8 + 16 + ec., 

OT — 1 

risultamento falso evidentemente. Queste conlraddizipni spari» 
econo qualora si osservi V andamento dei resti. 

Nel secondo case • resti 



non tutti eguali ad 1 , e poiché i medesimi non diminuisco- 
no , non è permesso di trascurarli , per quanto lontano si 
spinga la serie. Aggiungendo adunque uno di questi resti al 
secondo mcfobro dell' equazione 

1 = (1 + 1 + 1 + 1 + 1+-.. ) X 0* 

38 
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essa diytene esatta. 

Nel terzo caso i resti 


1 . 





formano la progressione crescente 1 , 3 , i. , 8 , 16 , ec. , ed 
aggiungendo a ciascun quoziente la frazione che risulta dal re- 
sto che accompagna esso quoziente , le espressioni rigorose 
.. m 

di sono 

m — 1 


1 + 


fi» — 1 ’ 


14. * I * - 

* +-4-+ 4r + -r ‘ 


m 


ec.. 


m’ ' m'(m — 1) ’ 


Ih quali tutto si accordano a dare — 1, allorchò tn= ^ . 

z 


Se si prendesse fn=— n , la frazione 


m 


m— 1 


diverreb- 


be ^ ; la seria che esprime lo sviluppo di questa frazio- 
ne si cangerebbe in 


1 — — ; — — ,-f-ec.; 

« ' I»* n’ 


e {aceudovi nsl , si avrebbe 
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serie che diventa alternativamente 1 e 0 , o che si allontana 
in conseguenza ora per eccesso , ora per difetto , dal vero 

valore di ■ " , eguale in questo caso ad ^ : ma la serie 

n A 

suddetta non essendo convergente, non può darò questo vero 
valore ; e bisogna necessariamente tener conto del residuo . 
qualunque sia il termine in cui essa si arresta. 

Se nella serie precedente si suppone n = 2 , si avrà 


4 * . 4 * 1 * 

*"*2+4 “8+r6~®®*’ 


. 1 d ^ I 

serie di cui le sommo parziali ^ ^ * 4 ‘ 8 ’ " 

tcrnativamentc maggiori e minori del vero valore di^q-j , il 

quale è ^ , ma a questo valore le dette somme si approssima- 

o • 


no indefiniiamente , perchè la serie proposta è convergente. 

Quantunque le serio divergeiUi , vale a dire quelle i cui 
termini vanno aumentando , si allontanino sempre piu dal ve- 
ro valore dell' espressione dalla quale derivano , non però di 
meno , considerate come sviluppi di queste espressioni , pos- 
sono far conoscere quelle fra lo loro proprietà , che non di- 
pendono dalla loro sommazione , cioè a dire , dalla determina- 
xione della loro somma. 

237. Spingendo oltre qualsivoglia divisione algebrica, co- 
me ho fatto qui sopra (n.° 253) rispetto ad m per m — 1 , 
si perverrà sempre ad esprimere il quoziente mediante uua 
serie inénita di termini monomi. L’ estrazione dello radici . 
continuata della stessa guisa sui resti successivi nel caso del- 
le potenze imperfette , conduce puro a serie infinite , ma que- 
ste serie si otterranno più facilmente per mezzo della formo- 
la del binomio , siccome lo farò vedere nel Complemento , do- 
ve tratterò delle serie più conosciute. 
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T$oriea dellt quantità etpaniniiali $ dei logaritmi. 

238 In talli i problemi finora rinorfiilì , la mcogniltì non 
entravano alTltto»necri esponenti ; ma non sarrMii! lo stesso sa 
si volesse determinare il num<To dei termini <li una progres- 
sione per quoziente . il coi primo termino , I’ Ollimo e fa ra- 
piorto fossero dati. Ed In vefo avrebb’si , per dnicriffinare 
quel numero , I' equazione 

I = oq*>~' (n.» 231 y , 

nella quale l’ incognita sarebbe n; o facendo , per abbreviare, 
** — 1 s= a? . si otterrebbe l r±: aq^. Coi metodi diretti espósti 

f irecedentemente non si saprebbe risolvere questa equazione; e 
e quantità, come », non possono essere rappresentale da veru- 
no dei segni fin qui adoprati. Per meglio rischiarare questo 
sogeelto , rammenterò , seguendo le orme di Éuler , il lega-^ 
rno che esiste fra le diverse operazioni dell’ Algebra , e come 
ciascuna di esse dia origine ad una nuova specie di quantità, 
239. Sieno a e b due quantità che si voglior» sommare 
insieme ; si avrà 

a b zs e { 

e Se da questa equazione vogliasi ricavare d o 6 , si troverà 

e = c — b, b e — e: 

ecco, come ognun vede , 1’ origine dell .1 sottrazione : ora qtian- 
(o quest ulliina operazione non può efretluarsi nell’ ordine se* 
condo il quale è indicata, il risultamento diventa negativo. 

A. addizione ripetuta di una medesima quantità genera la 
moltiplicazione : a dinotando il moltiplicatore , b il moltipli- 
cando, 0 c il prodotto , si ha 


ai c } 

dalla quale eguagliabza si trae 
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e (li ^Hi nascono la divisione o le frazioni , lo quali sono una 
conseguenza della divisione , quando questa operazione non può 
eflcttnarsi senza resto.. 

La moltiplicazione ripetuta di una quantità per sà stessa 
produce lo potenze di questa quantità I esprimendo con b il 
numero delle volte che a ò fattore nella potenza che si con- 
sidera , si avrà 


sss e. 


Questa equazione differisce essenzialmente dalle precedenti in 
questo I che lo quantità a e b non vi entrano ambedue della 
stessa maniera , e da ciò segue che non si può risolvere 
f equazione per rapporto all’ una come per rappòrto all’ altra. 
So si cerca a , una semplice estrazione di radice basta a tro- 
varla , e questa operazione dà luogo ad una nuova specie di 
quantità , cioè , le irrazionali t ma la determinazione di b di- 
pende da melodi particolari che farò conoscere quando avrò 
esposto le Jiriocipali proprietà dell' equazione a* = c. 

24-0. E facilo vedere che conservando lo stesso valore per 
la lettera a « che supporrò maggioro dell’ unità, e variando con- 
venevolmente quello di è , si potranno ottenere per c tutti i 
numeri possibili. Di fatto « facendo 6=0, si ha c = 1; poi, 
allorché b crescerà, i valori corrispondenti di c sòrpasserao- 
no di più in più l’ unità , o potranno aumentare quanto vor- 
rassi. Il contrario avrà luogo se si prenderà b negativo ; poichò 
l' equazione e cangiandosi allora in o“^ = c , ovvero 

in ^ :£ c , i valori di 6 andranno scfhpre diminuendo » e po- 
tranno divenire tanto piccoli quanto si vorrà. Si possono adun- 
que dalla medesima equazione cavare tutti i numeri positivi 
possibili , si interi cho frazionari, nel caso in cui a supera l'unità. 
Sarebbe lo stesso se si avesse a ^ 1 : solamente i valori di e 
progredirebbero in senso inverso di quelli del caso precedente; 
ma supponendo a k 1 , si troverebbe sempre e = 1 , qualun- 
que valore sì desse a b: si dee adunque in tutto ciò che segue, 
riguardare a come difTerente Cssentiàlmcnte dalla unità. 

Per meglio indicare cho a non cangia di valore ’e che le 
altro duo quantità 6 e c sotto indeterminato , rappresenterò 
questo con le altre lettere * e y , ed avrò l’equazione a* = y, 
nella quale a ciascun valore di y corrisponde un valore di x, 
per modo che una di queste quantità è determinata dall'altra, 
e reoiprocamenle. 
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Sii. Onesta genesi di tutti i numeri per mezzo delle di-’ 
verse potenze di un solo , è importantissima , non solamente 
in rapporto all’ Algebra , ma altresì a cagione dei potenti soc- 
corsi che porge per abbreviare i calcoli numerici. Ed in fatti, 
80 si considera un altro numero y' , e »' indichi con il Va- 
lore corrispondente di x , si avrà o®' = y' , ed io conse- 
guenza , se si moltiplica y per y' , verrà 


yy* = 0 X 




n * • 


80 si divide , si troverà 


y a» ~ 

finalmente, se si prendono la potenza e la radice n®®'™* 

di y , si otterrà 


y"* = (a®)’" = o’"® 


per r una , ed 




« 



per altra. 

Segue dai due primi risultamenti che, conoscendo gli espo- 
nenti X ed aj' relativi ai numeri y ed y*. si troverà, prenden- 
done la somma. I’ esponente che corrisponde al prodotto yy', 
e prendendone la differenza , quello che corrisponde al quo- 

due ultimo equazioni poi fanno vedere , che 


ziente ^ . Le 


r esponente relativo alla latenza m®*'"’® di y si ottiene me- 
diante una semplice moltiplicazione, e quello che corrisponde 

alla radice n®®"“® , con 'una semplice divisione. 

É facile conchiudore da ciò, che se si avesse una Tavola 
nella quale accanto a ciascuno dei numeri y si trovassero i va- 
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lori corrispondenti di a; , di maniera che sondo dato y si po- 
tesse avere x , e reciprocantento , la molliplieazime di due 
numeri qualunque si ridurrebbe ad una semplice addizione; per- 
chè in vece di operare sopra questi numeri, si sommerebbono 
i valori di a; che vi si rapportano, e cercando dipoi nella ta- 
vola il numero al quale corrisponde questa somma , si avreb- 
be cosi il dimandalo prodotto. Il quoiienle dei numeri propo- 
sti troverebbesi nella medesima tavola di fronte alla differen- 
za dei valori di x che gli corrispondono , e la divisione si 
eseguirebbe allora mediante una sottrazione. 

Questi due esempi fanno abbastanza presentire di quanta 
utilità possano essere tavole somiglianti a quelle delle quali ho 
parlato; epperó l’uso n’ è mollo esteso Gn dal tempo di 
Neper , che fu il primo ad immaginarle. I valori di x vi so- 
no designati sotto il nome di logaritmi , e per conseguenza i 
logaritmi sono gli esponenti delle potenze alle quali bisogna eia- 
vare un numero invariabile , per dedurne successivamente tulli i 
numeri possibili 

Il numero invariabile si chiama base della tavola, o del 
sistema di logaritmi. 

In seguito il logaritmo di y verrà rappresentato da ly ; cosi 

si avrà a; = ly , ed a cagione di y = , verrà y = a'*. 

2Ì2. Le proprietà dei logaritmi essendo indipendenti dai 
valori particolari del numero a , ovvero dalla base di essi, ne 
segue potersi formare un' inBnità di tavolo differenti , dando 
a cotesto numero tutti i valori possibili , diversi dalia unità. 

Prendendo a modo d'esempio a 10 , si avrà y e 

si troverà all’ istante che i numeri 


1 , 10 , 100 , 1000 , 10000 , 100000 . ec. , 


i quali sono le successive potenze di 10 , hanno per logarit- 
mi in questa ipotesi i numeri 


0 , 1 , 2 , 3 , i , 3 , ec. 

Si possono già veriGcare in questa serie le proprietà che 
si sono enunciate nel numero precedente : sommando i loga- 
ritmi di 10 e di 1000 , i quali sono ! e 3, si vede subito 
che la loro somma 4 si trova sotto il 10000 , eh’ è il pro- 
dotto dei numeri iproposti. 
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243. I logaritmi dei numeri intermedii tra 1 e 10 . 10 e 
100, 100 e 1000, ee. non possono ottenersi che per appros- 
simazione. Se si trattasse , per esempio . di avere ^il loga- 
ritmo di 2 , bisognerebbe risolvere I' equazione (IO) = 2 , 
applicandovi il metodo stabilito nel n." 221. e trovare in primo 
luogo il numero intero più prossimo al valor di x. Si vede 
subito che ® è tra 0 e 1 , poiché (10)°= l .(10/ = 10 ; si 

farà dunque » = - , ed olterrassi (10)*=:2, oppure 10=2* ; 

z 4 

ora * si trova tra 3 e 4 : si supporrà dunque a = 3 j > e 
uè risulterà 


10 = 2’+* = 2’ X 2*'' =8X2^, 


ovvero 



0 fioalptente 



Il valore di *' cadendo tra 3 e à . si farà 



si otterrà cosi 
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dalla quale equazione si caverà 



W “ 123 ’ 


/I28y" 5 

Vl25^ ’ 


e dopo un piccol numero di tentativi si troverà che z" cade 
Ira 9 e 10. Nella stessa maniera si potrà progredire quanto 
vorrassi ; ma siccome non ho indicato questo metodo che per 
mostrare la possibilità di trovare i logaritmi di tutti i numeri, 
cosi mi limiterò a supporre x" =a 9 ; e risalendo • si otterrà 


* 28 _93 _28 

* ~ 9 ’ *~28 ’ ® 93" 

Questo valore di x , ridotto in decimali , è esalto sino alla 
quarta cifra inclusivainente , perchè dà 

« = 0,30107 ; 

e ralcoli portati ad un maggior grado di rigore , hanno fallo 
conoscere che , spingendo 1' approssimazione fino a sette de- 
cimali . si avrebbe 


X = 0,3010300. 

Per interpretare questo valore di àc come quello di un espo- 
nente, bisogna concepire che se s'innalza il numero 10 alla poten- 
za indicata dal numero 3010300, e poi dal risullamento si estrae 
la radice del grado lOOOOOoO , si avrà un numero che si ap- 

3010300 

prossima grandemente a 2 ; vale a diro che 2 , 

con pochissima d ITerenza: il primo membro è un poco maggioro 

3010299 

di 2 , ma il numero (10)^®®®®“®® sarebbe il più piccolo (*). 


(*) Il metodo indicato in questo nnmero non sarebbe praticabile 
per i numeri un po’ grandi , ma eeconc un altro dato da Long, geo- 
metra inglese , nelle Trantazioni FilosoUche per t’ anno 1724 , n.” 339, 
il quale può essere utilissimo. 

39 
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2kh. Mo tiplicaujo successivamente per S, 3 , 4 > ec. il 


La determinazione di x nell' equazione (tOj z=y essendo labo 
riosissima , si pnò procedere in un ordine inverso , cioè supporre dato 
X per oUrnere y, e formare una tavola dei valori dij) corrispondenti 
a quelli di x, la quale servirà in seguito , come or ora vedrassi , a 
determinare x per y. 

Si prendono in primo luogo per x valori da 0,1 Duo a 0,9 , e 
tutto SI riduce a determinare il valore di y , ebe corrisponde ad 

I 

= , il quale valore è (10)'° , perchè gli altri valori di y, cÌoò 

s ^ 

(iO)^ , (10)'° . ec. , 

sono le potenze 2.’ , 3.* , ec. della prima. 

L’ estrazione della radice quadrata fa primieramente conoscere 

I s 

(10)’ ovvero (10)^ = 3,162277660 ; 
poi estraendo la radice quinta da questo risultaroento, si perviene a 


(10)'°= 1,238925412. 
Mediante un metodo simile si caverb da 


(10)‘° = 1,268923112 

il valore di 

1 / ~ 1 ± 

^ f10)'° = (10/° = (10)'°® = 1,122018454 j 

poi prendendo la radice quinta , si formerù 


(10)'"° = 1,023292992 ; 


« risalendo alle potenze 2.’, 3/ .... , 9.*, si ollerrauno i vaioli di y 
corrispondenti a quelli di x , da 0,01 sino a 0,09, 
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logaritmo di % ai otterranno quelli dei numeri k, 8, 16, ec. 

Si concepisce finalinentc che in questa maniera si formeranno an- 
cora i valori di y per mezzo di quelli di «, daU,001 Guoa 0,009, e 
da 0,0001 Uno a U,UOOO , ec., oche si potrà comporre la tavola seguente: 


Log. 

Numeri Natur. 

Lag. 

Numeri Natur. 

0,0 

7,943282347 

0,00009 

1,000207254 

8 

6,309873448 

8 

1,000184224 

7 

8,011872336 

7 

1,000161194 

6 

3,981071706 

6 

1,000138165 

a 

3,162277660 

8 

1,000113136 

4 

2,611886432 

4 

1,000092106 

3 

1,995262318 

3 

1,000069080 

a 

1,584803192 

a 

1,000046053 

1 

1,238928412 

1 

1,000023026 

0,09 

1,230268771 

0.000009 

1,000020724 

8 

1,202264433 

8 

1,000018421 

7 

1,174897858 

7 

1,000016118 

6 

1,148183621 

6 

1,000013816 

5 

1,122018484 

8 

1,000011513 

4 

1,096478196 

4 

1,000009210 

3 

1,071819306 

3 

1,000006908 

2 

1,047128348 

2 

1,000004603 

1 

1,023292092 

1 

1,000002.302 

0,009 

1 ,020930484 

0,0000009 

1,000002072 

8 

1,018891388 

8 

1.000001842 

' 7 

1,016248694 

7 

1,<M)0U01612 

H 

1,013911386 

0 

1,000001381 

8 

1,011579484 

3 

1,000001181 - 

4 

1.009232886 

4 

1,000000921 

3 

1,006931669 

3 

1,000000690 

a 

1,004618794 

2 

1 ,000000460 

1 

1,002308238 

1 

1,0001100230 

0,0009 

1,002074473 

0,00000009 

1,000000207 

8 

1,001843766 

8 

1,000000184 

7 

1,001613109 

7 

1,000.100161 

6 

1,001382806 

6 

1,000000138 

8 

1,001151936 

8 

1,000000115 

4 

1,000921439 

4 

1,000000(92 

3 

1,000691015 

3 

1,000000069 

2 

1,000460623 

2 

1,000000046 

*1 

1,000230285 

1 

1,000000023 
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che sono le potenze seconda . terza , quarta , ec. di 3. 
Sommando col logaritmo di 2 i logaritmi di 10, di 100, 

Col magisiero di questa tavola si troverà il logaritmo di no nu- 
mero qualunque , dividendolo per 10 nn numero sufficiente di volte. 
A fine di ottenere, per esempioi quello di '2349. si dividerà in primo 
jiiogp quello numero per (tO)^ , cioè per lOOO, che è la massima 
potenza di 10 ad esponente intero in esso contenuto ^ e si avrà 


2849 =: (40)5 X 2.849 ; 

poi si cercherà nella tavola la potenza di 10 immediatamente al dir 
sotto di 2,849 , che si trova essere 


(10,0 4=2,811880432, 

e dividendo 2,849 per quest’ ultimo numero , verrà 
2,849 = (10)0,4 X 1,0147781-7. 

Cercando ancora nella tavola la potenza di 10 immediatameota al di 
sotto d| 1,014778177 , si troverà ' 

(10)0,006 — 1,013911386; 

poi dividendo per questo numero il quoziente precedente 1,014778177, 
si avrà nn terzo quoziente ' 


1,000881742. 

Si continuerà ad operare io qnestp modo fino a che si giunga ad un 
quoziente , Il quale differisca dall' unità per quell’ ordine di decimali, 
che uno si é proposto di trascurare. 

Riguardando qui il terzo quoziente come eguale all’unità , il nu- 
mero proposto sarà risoluto in fattori , i quali saranno tónte potenze 
di 10 , poiché si avrà 

2849 = (10)S X X (10)0,005 = (10)5,406 ^ 

dal che si rende manifesto che 3,406 è il logaritmo del numero 2849. 
Spingendo le divisioni sino al numero di 7 , si troverà che questo lo- 
garitmo è 3,406369. 

La medesima tavola serve ancora più facilmente a trovare un 
numero per via del suo logaritmo ; eccone un esempio. 

Sia 2,847 il logaritmo dato; il nnpiero cercato sarà 

(10;’>s« = (10j’X(10}‘’'*X(10)®i®<X{10)“»®®’'f 
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di 1000 , ec„ se ne deducono quelli di 20 . di 200 , 2000 , 

cc.; ed è evidente che basta avere i logaritmi dei numeri 
primi . per trovare i logaritmi di luUi I numeri composti. I 
quali non possono essere che potenze , o prodotti di nume* 
ri prirni* |l nuincro 210 , per esempio , essendo eguale A 

X 3 X 5 X 7 . 

il suo logaritmo ;arp egua|<‘ a 

12 + 13 + 15+ 17, 
pd a motivo che 5=|^, si avrà 


lU s= 110 — 12. 


2t5. I logaritmi , che sono sempre espressi iq decima* 
Il , sono necessariamente composti di due parli , cioè di 
unità iwsle alla sinistra della virgola e di cifre decimali lo 
quali si trovano alla destra. La prima porta il nome di coret* 
lerwtica . perchè nei logaritmi che io ora considero . i quali 
risultano dalla supposizione di a ac IQ , e si chiamano logaritmi 
ordinari , questa parte fa conoscere in quale ordine di unità 
cada il numero , di cui ai ha il logaritmo. Tulli i logaritmi 
dei numeri compresi tra 1 e 10 , cadendo tra 0 ed 1 . hanno 
necessariamenle 0 per caratteristica ; tutti quelli dei numeri 


fisso djioqus sarà eguale al prodotto dei numeri 

( 10 / ~ 100 , 

(10,0,5 _ 3 , 162277660 , 

(10;o,oi = 1,096478106, 
( 10 ) 0,007 = 1 , 016248693 , 


presi Delia tavola citata ; e si avrà in conseguenza 
2,547 = 1.362,357, 

* Londra , Dodsop ha pubblicato, sotto il titolo di 
^nit-(o^ari(Amte Canon , una tavola della medesima specie di uiiella 
qui esposta , ma molto piO estesa . e di cui I’ oggetto è di far tro- 

un logaritmo dato. Si vegga pure nelle 
Memorie dell- Accademia di HarWno , per gli anni 1786-1787, p,«j! 

,5i’ anologa , molto estesa , calcolala dal Signor Bur- 

J I col mezzo della quale ho corretto afrnni sbagli in qqellà di Long. 
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compresi Ira 10 e 100, hanno 1; lutti quelli dei numeri com- 
presi tra 100 e 1000 . hanno 2 : in generale , la earattf 
rittica di un logaritmo ha tante unità , quante cifre ha il nu- 
mero propotto , meno una. 

2i^6. Uu’ osservazione non meno importante è questa , 
che i logaritmi dei numeri , i quali sono decupli gli uni de- 
gli altri , hanno la medesima parte decimale per esempio , 


5^360 ha per log. k 735279%. 
5%36 3.735279%. 

5%3.6 2.735279%. 

5%. 30 1,735!:79%. 

5,%36 0.735279%; 


poiehò ciascuno di questi numeri essendo il quoziente di quello 
che lo procede diviso por 10. il logaritmo dell' uno si ottiene 
togliendo un'unità dalla caratteristica dell'altro (n.' 2%1 e 2%2). 

2%7. Dietro ciò che è stato detto nel n.° 2%0 , i lo- 
garitmi dei numeri frazionari sono negativi nell' ipotesi at- 
tuale ; e si deducono facilmento da quelli dei numeri in- 
teri , osservando che una frazione rappresenta il quoziente 
della divisione del numeratore pel denominatore. Quando il 
numeratore ò minore del denominatore , il suo logaritmo ò 
pure minore di quello del denominatore , ed in conseguenza, 
togliendo l' ultimo dal primo , si ha un resto negativo. 

Per ottenere . a cagion d' esempio , il logaritmo della fra- 
zione ~ , si toglierà da 0, che esprimo il logaritmo di 1, la 
fraziono 0,3010300 , che rappresenta quello di 2 , e* verrà 

— 0, 3010300. 

Togliendo da 0 il numero 1,3010300, che è il logaritmo di 20, 
si avrà il logaritmo di eguale a 


— 1, 3010300 ; 


il logaritmo poi di 3 essendo 0,%77 1213=— .quello di ^sarà 
0,3010300 — 0,%771213 = — 0.1760913. 
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248. Dalla maniera colla quale ai ottengono i logarit- 
mi delle frazioni , fatta astrazione dal loro segno , si vede 
che essi appartengono (n.°241) al quoziente della divisione del de- 
nominatore pel numeratore . e coi rispondono in conseguenza al 
numero pel quale bisognerebbe dividere 1' unità « per ottenere 

2 

la frazione proposta. Di fatto ^ , per esempio, può esser posto 

sotto la formai, e l^=s 13 — 12 =s D, 1760913. 

Ó 2 

2 

Ciò non ostante per trovare il valore della frazione alla 
quale appartiene un logaritmo negativo dato , sarebbe poco 
comodo cercare il numero a cui corrisponde allorché esso 
è positivo : poiché b sognerebbo effettuare la divisione della 
unità per questo numero. Ma se si toglie questo logaritmo 
da 1 , 2 , 3 , ec. unità, il resto apparterrà al numero , che 
esprime la frazione cercata , allorché si converte in decima- 
li ; poiché questa' sottrai ione corrisponde alla divisione dei 
numeri 10 , 100 , 1000, oc. perii numero, cui appartiene il 
logaritmo proposto considerato positivamente. 

Sia per esempio , — 0.3010300 ; se , non avendo riguar- 
do al suo segno , si tolga questo logaritmo da 1 , ovvero 
da 1,0000000 . il resto 0,6989700 corrispondendo a 5 , fa ve- 
dere che la frazione cercata é eguale a 0,5; poiché si é sup- 
posta l'unità composta di 10 parti. 

Se quando cercasi il logaritmo d' una frazione , si con- 
cepisca immediatamente I’ unità formata di 10, oppure di 100, 
di 1000 , ec. parti ; ovvero , il che torna lo stesso , se si 
aumenti la caratteristica del logaritmo del numeratore di un 
numero d' uniti sufficiente perchè se ne possa faro la sot- 
trazione di quello del denominatore , si avrà in silTatta ma- 
niera un logaritmo positivo , il quale potrà essere adoperato 
invece di quello che é stato indicato di sopra. 

A fine di porre uniformità nei calcoli , si aumenta quasi 
sempre di 10 unità la caratteristica del logaritmo del numeratore. 

2 

Rclalivaroeiite alla frazione ^ , per esempio , si ha 



4 

I 

i 


10 3010300 — 0.4771213 = 9,8239087. 


È facile vedere che quest» locsrilmo sorpassa di 10 unità 
il logaritmo negativo — 0,1760913, e rito in conseguenza ogni 
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qual volta verrà sommato con altri . s' introdurranno 10 ut)!-' 
tà di più nel risultamcnto ; ma la soltraziuna di queste 10 uni* 
tà non dee coniarsi per un* operazione , ed allorché sarà 
cirettuata, si sarà eseguita nel tempo stesso quella di 0,1760913. 

Di fatti , sia iV il numero al quale si aggiunge il logaritmo 
positivo 9,8239087 ; il risultamcnto dell’ operazione sarà rap- 
presentato da 

iV -f 10 — 0.1760913 ; 
e se se ne toglie 10 , resterà solamente 

N — 0,1760913. 

In virtù di ciò che precedo . la sottrazione si cangia in 
addiziono , adoperando , in luogo del numero da sottrarsi, il 
suo complemento aritmetico , vale a dire il residuo ohe nasce 
togliendo questo numero da uno dei numeri 10 . 100 , 1000, 
cc.. residuo che si ottiene togliendo da 10 le unità templici 
del numero propotto , « tutta le altre da 9 ; ciò fatto « si ag- 
giunge questo complemento al numero dal quale bisognerebbe 
sottrarre il proposto , e si toglie dalla sompaa un* unità del* 

1‘ ordine su di cui si è preso il complemenloi 

Égli è evidente che se il complemento sia ripetuto più vol- 
te. bisognerà tògliere, dopo I' addizione, tante unità dell’ ordine 
sul quale è stato preso il complemento , quante ne sono nel 
suo moltiplicatore; e per la stessa ragione , se si adoperano 
più complementi , sarà necessario di togliere per ciascuno la 
unità sulla quale è stato preso, ovvero tante unità quanti so- 
do i complementi , se tutti sian presi sopra una stessa unità. 

Qualche volta questa sottrazione non può effettuarsi ; il 
risultamento è allora il complemento aritmetico del logaritmo di 
una fràzionei e corrisponde nelle tavole all’espressione di questa 
frazione convertita in decimali. Quando restano ancora 10 unità 
da togliersi dalla caratteristica , che è il caso più ordinario , 
è come se si fosse moltiplicato per 10000000000 il numera- 
tore della frazione cercata , per effettuarne la divisione per 
il denomiuatore ; la caratteristica del logaritmo del quoziente 
fa conoscere qual sia I’ ordino più elevato delle unità , 
contenuto in questo quoziente , relativamente a quelle del di- 
videndo. In 9,8239087 la caratteristica 9 dimostra che il quo- 
ziente deve avere una cifra dimeno del numero per il quale 
si ò ino/tiplicata l'unità,' ed in conseguenza, se per ridurre il 
quoziente al suo vero valore , si separano 10 cifre decima- 
li , la sua prima cifra sigoiOcativa verso la sinistra esprimerà 
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decimi : e parimente esprimerebbe centesimi , millesimi , cc., 
se i complementi aritmetici avessero lo carallerisliche 8, 7. cc. 

2b9. Ciò che è stato dello sul sitlema di logaritmi nel 
quale a ^ lÒ , contiene i principii generali nccessarii per 
r intelli|ien/a delle tavole , le quali sono quasi tutte precedu- 
te da un'istruzione relativa alla loro disposizione particolare 
ed alla maniera di servirsene , alla quale istruzione invio i 
lettori. Indicherò loro frattanto le tavole di Callet ( edizione 
stereotipa ] e le tavole di Borda , come quélle che sono este- 
sissime e comodissime. 

250. Quando si ha il logaritmo d* un numero y per un 
valor particolare di a , vale a dire per una base particolare , 
è facile di ottenere il logaritmo del medesimo numero in qua- 
lunque altro sistema. Ed in vero • come per la base a si ha 
na; — y , cO;l per un’ altra base A si avrà A'ts^y, X es- 
sendo dilTereiiie da x. Sarà dunque E prendendo i 

logaritmi relativamente al sistema la cui base è a , verrà 

U Ss lo® ; - 

ora la® tst x per ipotesi , e U 1 ^= XIA ( n.° 2àl ) : dunque 
Xlil £= s , e quindi X s= . Ma considerando A come ba* 

lil 

se , X è il logaritmo di y nel sistema relativo a questa ba- 
se : se dunque s’ indicherà quest’ ultimo con hy i per distin- 
guerlo dall’ altro , sarà 


Ly=.a, 

^ lA * 


0 però si troverà il logaritmo di y nel fecondo eirtema , di- 
videndo il suo logaritmo preto nei primo pel logaritmo della 
base del secondo eistema. 

L’ equazione precedente dà pure lA i il che dimo- 
stra che , qualunque sia il numero y , esiste sempre tra i loga- 
ritmi iy e Ly un rapporto invariabile , rappresentato da lA. 

251. In qualunque sistema si voglia , il logaritmo di 1 à 
sempre 0 ; roichè qualunque sia a , si ha sempre a° = 1. 
Allorché a ò > 1 , i logaritmi essendo suscettibili d' accresci- 
mento indefioito a misura che i numeri crescono , si dice che 
essi divengono infiniti nel medesimo tempo che i numeri ; e sic- 
come' quando y è un numero frazionario , si ha y = ^ a~* , 

«0 
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SÌ vede che più y diminuisce , più ® deve crescere negatila* 
mente , ma che tuttavìa non si può mai assegnare per « un nu- 
mero il quale renda y esaltamento nulio. Tale è H senso nel 
quale bisogna intendere che il logaritmo di zero è uguale all t 
finito negativo , come si trova scritto in molte tavole. 

252. Passo ora ad alcuni esempi dell' uso che si può la- 
re de’ logaritmi nella valutazione numerica delle formolo. 

Dal n.“ 241 e dalla definizione dei logaritmi . la quale os 

luogo all’ equazione = y , segue chiafa'mento che 


Ì[AB]=^\A^\B. 
ÌA” = mU , 




ÌA*^e=-\A. 

fi 


Applicando ora queste regole alla tormola 

A'y~ B* — C* 

CV' D'EF 

la quale è assai complicala , si troverà 


\[A^y = \\.A'V [B-j- C][B-C]] = 
5aA + l\(B + C) +il(B-C), 

(cI^Wef) = ic -h 1 1® + g 'fi + 1 'fi» 


ed in conseguenza 


li 5 

\ c/b- 


EF 


)- 


aiA-f-|KB+C) + I \[B-C)-^\C— I iz>- g Ifi g 'fi . 
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Se si prendessero i complementi aritmetici di IC, g \D i g^®» 
g If , e s'(indicassero con C* , • £' » jP * io luogo del ri-^ 

sultamento precedente , si avrebbe 

21 A + 1 l(i?+C)+ 1 l(5-C)+C'+2>'+F+P » 


avvertendo però dì togliere dalla somma tante unità dell* ordine 
sul quale sono stati presi i complementi, quanti sono questi com- 
plementi , vale a dire, h>. Quando si sarà pervenuti al logaritmo 
della formola proposta , le tavole faranno conoscere il numero 
al quale appartiene auesto logaritmo , e questo numero ò ap- 
punto il valore peroato della proposta formola. 

253, L’ uso più frequente dei logaritmi ò quello che se 
no fa per trovare il quarto termine d’ una proporzione. Qi 
fatti ò manifesto che , se a ; b ;; e ; d , sì avrà 


d = — , e quindi W = tb + le — f la ; 


vale a dire che if logaritmo del quarto termine cercato è uguale 
alla somma dei logaritmi dei due tnedii , diminuita del loga- 
ritmo dell' estremo cognita , ovvero alta somma dei logaritmi 
dei meda, più il complemento aritsnetica del logaritmo del- 
l' estremo cognito. 

2'^k. Se si prendono i logaritmi di ciascun membro dell’equa- 
aìono - = ~ I la quale esprime i| carattere della proporzione, 
si avrà l’altra equazione 

Ib — lo = W — le (n.° 252) 
e da ciò risolta che i quattro logaritmi 
lo . Ib : le . Id 


formano un’equidifferenza (n.* 223). 
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La serie di equazioni 


b 

a 


e 

l 



ec. ( n.® 23^ ) 


conduce parimente a 


li) — l(j = le — 16 = 14 “ le zsE le l<i eo. , 
e $e ne couchiude che alia puogre^fipnp per qnofjeptp 
:H o ; 6 ; e ; d : e ; ec. 
eprrisponde la progressione por diflerenza 

“ Iq . 16- . le . Id . le . pc. , 

e che in conseguenza I logaritmi dei numeri in progressj^np 
per guoiiente sotto in progrestioge per differenza 

25^. Se si avesse l’equazione 6 =:c, si risulverebbe facil- 
inente col meato dei logaritmi ; poiebà 16* essendo eguale a 216 , 

* le 

si avrebbe zl 6 ss; ie , ed in conseguenza 2 sss . L’ equazione 

6 ** :s;d si tratterebbe nella ^tesga iqaniera: faceiido primiera- 
mente c* verrebbe 


6 " = d , ulb = Id , M s= y . ovvero c* q;z ^ • 

prendendo nuovamente i logaritmi , si troverebbe 

1 tu .... Itd— 116 

ale = \ì^/ ~ I W 116 e 2 3 = ■■ 1 1 ^^ )» ! ■ . 

In quest' ultima espressione 116 dinota il logaritmo del logaritmo 
di 6 , e si ottiene considerando quest' ultimo logaritmo come un 

numero. Le quantità 6 * , 6 ® , e tutte quelle che ne derivano, 
ai chiamano quantità e^tunaial*. 
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l^i((iont relative aW intereese del danaro. 

256. La teorica delle progressioni per quoziente e quella 
dei logaritmi trovano la loro a|>p'icazione nelle sreciilazionì con* 
cernenti l'interesse del danaro. Per intendere ciÀ rhe sono por 
dire sopra questo soggetto , |>isogna sapere che i vantaggi che 
procura una sprnma di danaro a colui che la ta valere, ciO{è 
che la impiega , sia ai cambi del commercio . sia a far eseguire 
lavori produttivi, sono tanto maggiori, quante più sono le volta 
che ogji può rinnovar (juesti osmbi, 0 molt'plicare questi lavori. 
Segue da ciò, cjie colui il quale prende ad imprestito una somma 
di danaro per farla fruttare, debba, pel restituire questa somma 
alla fine d'un certo tcpipo, unirvi upg retribuzione, per compenT 
saro il prestatore dei vantaggi che avrebbesi procurati, se l'avesse 
impiegata egli stesso. Tale è l'idea che bassi a formare deiriote* 
resse del danaro. Per determinare questo interésae, si'pàragona- 
no tutte le somme a quella di 100 franchi presa per unità , e si 
conviene su di ciò che dee fruttare quest' ultima alla fine* d' un 
tempo dato, per esempio , di un anno. Non è questo il luogo 
di esporre le popsiderazioni che ip cigsepn gepero di speculazioni 
fanno alzare ed abbassare Fintéresse del danaro : |a|i considera- 
zioni non possono entrare che negli elementi dì Arilmetica poli- 
tica e commerciale, i quali debbono essere preceduti da quelli 
del calcolo delle probabilità; mentre il mio oggetto , in ciò che 
segue, non è che di risolvere alcuni dei problemi che le progres- 
sioni per quoziente presentano. 

Supportò, in generale, che ^iasi cpnvenulo di dare alla fino 
di un anno per la somma 1 un interesse dinotalo da r ; è evi- 
dente che rinteresse d'una somma 100 durante il medesimo tem- 
po sarà 100 r, e che quello d'una somma qualunque a sarà 
espresso da ar. Se la durata deirimprcstito è dinotaU da n . e 
l'interesse da a, si avrà in generale, ? . 

a s: a m , 

equazipne che farà trovare l'una delle quattro quantità a. a . 
redn, quando le altre tre saranno date. L'ipotesi stabilita 
qui sopra , è ciò che chiamasi l' inientse tetnplice. 

257. Ma se il prestatore', in veep di ritirare ciascun an- 
no il frutip rcspgli dal capitale impiegato , lo lascia io mano 
del debitore , per farlo fruttare unitamenlo allo stesso capita- 
le nell' anno seguente , alla lìoe di questo anno il capitale avrà 
acquistato un valore , che si troverà nel modo seguente ; 


b, -^oo^le 
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Il capitale primitivo essendo a . aumentato dell* intereBBO 
fLf , diverrà , alla fine del primo anno . 

o or = o (1 + r). 

Se ora si fa 


a(f + »■) = a' » 

V interesse della somma a' Mr on anno essendo a'r , il ca- 
pitala diverrà > alia fine del secondo anno , 

0» (1 -f- r) =■ 0 (1 H- r)'* = 

Se il prestatore del danaro non ritira il capitale a" nep- 
pure alla fine di quest’anno , e lo lascia per un terzo anno , alla 
fine di questo gli sarà dovuto, secondo ciò che precede , 

o« (1 -1- V) = a (1 + r) * = a'« 

Si vede facilmente che dopo il quarto anno a"' sarà' 
pangjato in 

a»" (1 -f- r) .== a (l. -i- r) < , 

e cosi di seguito ; e che io conseguenza la somma data a 
frutto in principio e le somme da restituirsi alla fine del primo 
anno ^ del secondo , del terzo , del quarto , ep. lòrniano que- 
sta progressiooo per quoziente : 

rf fl : a (1 + r) ; a (1 4- r)* : 0 (1 + r)’ I a (1 + r)^ : eo. , 
fii cui il quoziente ò ^ -j- r , e4 >1 termine generala 
a(l + r)»==4. 

il numero « indicando quello degli anni scorsi dall’ istante 
deir imprestito. In questo caso t' interesse à composto. 

Sta per esempio , la tassa dell’ interesse del danaro al S 
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per 100 I vale a dire che per 100 franchi prestati per ira 
anno debbansi restituire 105 franchi ; sari 


100r = 5.epperò ‘ + * 


Se si volesse sapere ciò che diventa la somma a , ab* 
bandonala , nel senso dì sopra espresso , per 25 anni r 
avrebbe allora 

«=25, ed 

j tra 21 

10 vece della somma primitiva. La 25 potenza di ^ vaia- 
tasi prontamente col magistero dei logaritmi . poiché si ha 
(n.“ 252J. 

I =251 U = 25(121 - 120) = 0.5297322, 

11 che ne dà 

r 21 \*» 

5 J,' J = 3,386 incirca -, * A-b* 3,386a ; 


e da ciò si rende manifesto che 1000 franchi prestati nel 
modo indicato , diverrebbero 3386 franchi al termine di 25 
anni , comprendendovi gl’ interessi , ec. 

Se l’impiego del capitale durasse 100 anni < si troverebbe 

( 9i\'00 

%) =>«» 

all’ incirca; cosi 1000 franchi produrrebbero, dopo questo ^a- 
zio di tempo , una somma di 131000 franchi circa. Qdesti 
esempi dimostrano con quale rapidità i fondi s’ aumentino per 
r accumulamento degl'interessi composti. 
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258. L’ equazione 

il a= a (1 + r)* 

dà loogo a qtialtro problemi i il primo , co boicendo a , r ed 
n , trovare A , si presenta tutte le volle che si cerca ciò che 
diventi il capitale dopo un numero n di anni ; di lai quislio- 
ne ho già dato poeanzi un esempio. 

Il secondo , conoscendo A , r, ed n t trovare a , e nel 
quale viene 


A 

(1+r)» ' 


ha per oggetto di determinare il capitale che bisogna impiegare , 
per aver dritto , dopo un numero n di anni , ad una somma Aé 
Il terzo , conoscendo a , il ed n , trovare r • conduce 
alla tassa dell’ interesse mediante la somma primitiva , la som* 
ma che è stata rimborsata , ed il tempo della durata dell’im* 
piego del danaro ; ai ha in questo caso 

iJrr=f/^. 

Il quarto Analmente, conoscendo od n trovare n , non 
può risolversi che por via dei logaritmi (n.‘ 238, 252). Prenden- 
do quello di ciascun membro dell’ equazione proposta, si ottiene 

c± la ni (1 -|- r) , 


n di qui 


_U-Ia 

"-I(l+r)* 

Col magistero di quest’ ultima formola si trova il numero ne- 
cessario di anni nei quali deve rimanere impiegato un capita- 
le a . per produrre una somma A. 

Per dame un esempio , suppongo che si cerchi il tem- 
po necessario perchè la somma primitiTa sia raddoppiata , la 
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tassa deir ihteresse del danaro essendo sempre al 5 per 100; 
si avrà 


A=2a, IA=rla-fl2, 
ed in conscguensa 

1^__ 12. __0,3010300 

121 — 120 0,0211893 

20 


all’ incirca» 

259. Il problema segaento è uno dei più complicati che 
si propongono ordinariamente sopra questo argomento. Si sup- 
pone che il prestatore del danaro collochi' ciascun anno una nuo- 
va somma , che aggiunge al capitale di quest' anno , e ciò per un 
numero n di anni ; si domanda quale sia alla 6ne dell’ ultimo 
r ammontare di tutte queste somme cumulate coi loro interessi 

composti. Siano a , b , e , d àie somme impiegate nel 

primo anno , nel secondo , nel terzo , nel quarto , ec. ; la som- 
ma a , restando nelle mani del debitore per un numero n di 
anni , diverrà 


a(l + r)«; 

la somma fr , la quale non vi resta che n •— 1 anni , si cangerà in 

6(1 + r)n-« , 

la somma e , prestata per n — 2 anni solamente , diverrà 


e cosi delle altre ; hnalmente I’ ultima somma k , la quale non 
è impiegata che per un anno , non darà che 

*{l-fr): 

si avrà dunque 

.4= a(l -i- r)« + 6(1 -f. c(l -f r)"** . . . + A(l-f-r). 
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Calcolando separatamente ciascun termine del lécondo mem' 
bro , si otterrà il valore di A. 

L' operazione si rende molto più semplice allorchò 

a = e = d = , 

poiché in tal caso si ha 

A=a(t+r)'<+a(l+r)«^'+o(l+r)"- +«{1+r) ; 


il secondo membro di questa equazione forma una progres* 
sione per quoziente , della quale progressione il primo termi- 
no è a(l -f- r) , r ultimo a(l -J- r)" , il quoziente 1 r , e per 
conseguenza la somma è 


a(l 0(1 -fr) 

r 


(n.o 232) : . 


ai avrà dunque allora 

+»-)[« + r)»-1] _ 

r 


Questa equazione offro altresì quattro quistioni , corrisponden- 
ti a quelle che ho enunciate sull’ equazione 

A= a{i+ r)^~ ' • ' 


260. Gl’ impieghi del danaro , che si chiamano annualità , 
sono gl’ inversi dell' impiego del danaro precedentemente consi- 
derato : poiché in essi il debitore è quegli che restituisce un 
capitale e i frutti del medesimo , con diversi pagamenti fatti in 
termini egualmente distanti. I pagamenti effettuati dal debitore 
avanti I’ epoca del rimborso , possono essere considerati come 
anticipazioni fatte al creditore in conto di questo rimborso , 
e dei quali il valore dipende dal tempo che passa tra una di 
queste epoche e 1’ altra. Co^l , dinotando ciascun pagamento 
con a , il primo pagamento che ha luogo n — 1 anni avanti 
lo spirare dell'ultimo termine, riferito a questo termine, va- 
le necessariamente a(l ri- r)”""' ; il secondo , riferito all’ istessa 
epoca , non vale che a(t ; il terzo , a(l - 4 - r)""* , e 

cosi degli altri sino all’ ultimo , il quale non ha che il va- 
lore a. Ala da un altro lato , la somma prestata essendo rap- 
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presentata da A , questa varrà nelle mani del debitore , do- 
po n anni , un capitate A{i 4* r]** , che dovrà essere uguale 
a tutte le anticipazioni riunite che il creditore ha da lui rice- 
vute ; si avrà dunque 


>1( l+r)"=a(l-l-r)«-«+<i(l-f -f-a , 


ovvero , calcolando la somma della progressione che forma il 
secondo membro , 


equazione nella quale si può prendere alternativamente per in- 
cognita la quantità A , che chiamerò prezzo dell' annualità , 
perchè è la somma che rappresenta es$a annualità , la quan- 
tità a , che è la quota dell’ annualità , la quantità r , che è la 
tassa deir interesse del danaro, e finalmente la quantità n, 
che esprime la durata dell' annualità. 

La determinazione di r dipende da un' equazione di grado 
tanto più elevato , quanto più n è grande. Si perviene facil- 
mente a questa equazione ponendo 


l-|-ra=z ed , o conseguentemente r=z—ì, a=sAu ; 


allora , siccome i due membri deli’ equazione trovata più so- 
pra si possono dividere per ^ , si trova prima 

,n— e poi 
^ — 1 

eliminando il denominatore. 

Per trovare n , bisogna ricorrere necessariamente ai lo- 
garitmi ; si isola da principio (1 -f" r)** , e si ha 

a 

“a — 4r ’ 
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0 prendendo i logaritmi, si ottiene 


nl(l + r) = la — l(a — 4r) t 
la quale equazione dà prontamente 

^ lo — Hfi — Af) 

261. Per mostrare 1’ uso delle formolo scritte qui sopra, 
le applicherò alla qiiistione seguente ; " ' 

■ iotnma bisogna dare annualmente per estin- 

guere in Iz anni un debito di ÌQO franchi Una con i frutti di 
esso durante questo tempo, l’interesse annuale essendo al 5 per tOO'. 

In questo esempio si conoscono le quantità 


il = 100 , n = 18 . r = 4. 

aO 


6 si domanda T annualità a ; l‘ equasione 


4(1 + r)« = q [(i + r)" - I J 


essendo risoluta per rapporto alla lettera a , somministra 

I 

, _ 4r(l + rr 

' {1+rr-i ■ 

Bisogna mettere in questa espressione i valori dello lettere 4, 
r ed n, e, per maggior facilità, calcolar prima, me- 
quantità (1 -f- r)” , la quale si riduce 

a ; si troverà cosi 


Q”= 1,79686. 


Digitizetì y Googl 


325 


DI ALSBBKA. 

Col 'mezzo di questo valore si otterrà 


a — 


100. ^.1,79586 


1.79586 — 1 


8.1.79586 

0,79586 


e calcolando T ultima espressione, o immediatamente, o col ma- 
gistero dei logaritmi , avrassi 


0 = 11.2826 : 


sarà dunque necessaria un’ annualità di 11*^*^* , 28 per estin- 
guere in 12 anni il capitale 100^^' , la tassa annuale dell’ inte- 
resse essendo al 5 per 106. 

Bisogna intanto osservare che facendo n inBnita , si ha 
solamente 


fjf = ilr ed 4 ~ ’ 


a diventa allora ciò che s’ intende per rendita perpetua ; A ò 
il capitale di questa rendita. 

L espressione generale di A , essendo posta sotto la forma 


^ = \ !_ ?=» : • ° 

'ì ii + r)" ! . ni + ^)“ 

fa conoscere la differenza che passa tra ^ , capitale di una 

rendita perpetua a , ed il prezzo di un annualità del medesi- 
mo valore. 

.1 1 ^' /f spesso per termine di concessioni diverse unsi 

durala di 99 anni ; sostituendo questo numero in luogo di n , 

e supponendo l’ interesse al 5 p. ^ , ossia r = ^ , si trova 




DigitiiiL-J by CjChj^Il 


326 


BLBHBMTI DI ALOBBBA. 


per un' annualità di 99 anni : il suo prezzo non diflerisee che 

1 

di dal capitale di una rendita perpetua dello stesso valore. 

262. Maggiori particolarità intorno a siffatte quistioni oltre- 
passerebbero i limiti che mi ho prescritti ; osserverò solamente 
che , per paragonare il valore di più somme , relativamente a 
colui che dee pagarle o riceverle -, bisogna ridurle alla medesi- 
ma epoca , vai quanto dire , cercare qual capitale esse dareb- 
bero ad una stessa epoca. Un banchiere » per esempio, deve una 
somma a pagabile in n anni ; per saldare il suo debito dà un 
effetto . il cui valore è rappresentato da 6 , e che dee pagar- 
si in p anni ; riferendo la prima somma al momento in coi 

egli esegue la sua operazione , essa non vale che » 

perchè questa dev’ essere considerata come il valore di uu 
capitale divenuto a dopo n anni ; la somma b non va- 
le , per la ragione medesima , all’ epoca predetta , che 

: la differenza 


a b 

lHp;r ~ (T+T)5 

esprimerà dunque , secondo che sarà positiva o negativa , la 
somma che deve dare o ricevere il banchiere per effetto del 
suo cambio ; e se questa somma non potesse pagarsi che do- 
po q anni , indicando con e il suo valw al momento dell'o- 
perazione , diverrebbe 


e( i H- r)’ ; 

di maniera che sarebbe equivalente a 

Le somme a, 6 .... à nel n.° 257 sono state tutte ridotta 
all’ epoca in cui doveva pagarsi la somma A ; e nel n.** 
260 ciascuno dei pagamenti , come pure la somma A , sono 
stati riportati all’ epoca n alla quale l’annualità dovea terminare. 

FJNE. ' 
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ADDIZIONE 


Nola indicala nella pagina 90. 

Nei D.' 66 e 67 ho interpetrate le solnzioni negative coii’ e* 
same delle equazioni , eh' esse veriGcano immediatamente , conforine 
io n’aveva usato per lo innanzi ; e questo mezzo m’ è sempre paruto 
esatto, perchè si tratta solamente di far vedere che queste soluzioni 
hanno un senso ragionevole , perocihè risolvono problemi analoghi al 
proposto ; ma vi sono spesso più maniere di formare questi proble* 
mi ; e la seguente , che mi comunicò il fu Sig. Francois , geometra 
distinto , professore della Scuola di Artiglieria di Magonza , mi è 
sembrala più semplice di quella che si trova in questi Elementi. 

» Egli pensa che si debba rimuovere dall' enuncialo del problema 
» del n.° 65 l’idea della partenza de’ corrieri , per supporli in viag* 
» gio da un tempo indefinito , e rhe in conseguenza bisognerebbe e- 
» nunciarlo nel modo seguente ; Due corrieri percorrono la medesima 
» strada nel medesimo senso C'ABC ( pag. 79 ); dopo ohe hanno 
» camminato ciascuno per un tempo qualunque , uno si trova in A 
» nei momento ohe i’ altro si trova in B ; si conoscono le loro velo- 
» cìtà, e la dislansa AB; ai domanda in qual punto della strada essi 
a s' incontreranno » f 

Quest’enunciato conduce alla medesima equazione che quello del 
n.° 65; « quando si stabilisce la continuità del movimento , la solu- 
» zione negativa si spiega senza che sia necessario di cangiare la di* 
» rezione di uno dei corrieri. In.fsttij poiché il loro movimento non 
» ha più avuto principio dai punti A e B, ma ambidue , prima del- 
» r istante nel quale si suppongono arrivati a questi punti , si erano 
» di già mossi nella stessa maniera per un tempo indefinito , andan- 
» do da C' verso B , è facile concepire che il corriere che in questo 
» punto è avanti a quello che allora è in A , il quale si muoie con 
» velocità minore , ha dovuto in una certa epoca trovarsi dietro a 
» questo , e incontrarlo prima del suo arrivo al punto A. 1 1 segno — • 
» indica allora ( come nell’applicazione dell’ Algebra alla Geometria ) 
n che bisogna prendere la distanza AB' nel seusu opposto alla distan* 
» za AA , che si è riguardata come positiva, li cangiamento da farsi 
» nell’enunciato, perchè la soluzione negativa diventi positiva , si ri- 
» duce a stabilire che i corrieri hanno dovuto incontrarsi prima d'ar* 
» tivarc al punto A, invece d’incontrarsi dopo ». 

Di fallo , quanto si situa il punto B' tra A e C' . in luogo di 
porlo tra A e B , si trova AB z= BB‘ — AB' ; dal che risulta 
I’ equazione y — x = a in luogo di x — p = a , la quale si era ot- 
tenuta io principio ; e non v’ è bisogno di cangiare il segno di c , ia 

seconda equazione restando sempre - . 

b c 
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Il signor Fran«aÌB applica , non meno felicemente queste consi- - 
dcrSzioni al caso del n.° 75 , rignardando i corrieri come mobili as- 
soggettati ad un moto continno e cominciato da tempo indefinito. E- 
gli enuncia il Problema in questo modo '; a Due tnoòilt ai muooono 
» uniformemente sulla medeeima retta GB ( pag. 89 ) , uno nella di- 
» resione BC , V altro nella diresione CB , con velocità date ; quello 
» che muoveti nel primo tento ai trono in Bun numero cojntio d’o- 
» re prima che l ’ altro sia pervenuto in A ; ti domanda in qual pun- 
» lo della retta indefinita BC avverrà il loro incontro ? 

» La soluzione x = — 48 chilometri vnol dire che i due mobili 
n si sono incontrati nel punto R , prima che quello il quale va da C 
» verso B fosse arrivato al punto A ; e che il ‘secondo , il quale va 
n da B verso C , fosse nel punto C , dove si trova quando l’ altro è 
à nel punto A ». 

La posizione assegnata al punto A si verifica osserfando che ne 
risulta AC = BC — AB zs cd—a , in luogo di a + cd, che si era ot- 
. ... ^ ® cd—a — a» 

tenuto in principio { pag. 89 ), ed in conseguenza -r = — * 

equazione che dà x = 48. 

In questa guisa non v* è alcuna inversione da fare nel senao^ del 
moto : in verità le circostanze materiali del problema sono cangiate; 
e, come già l’ho detto più sopra, ciò prova che esistono parecchi 
problemi fisici corrispondenti alle medesime relazioni matematiche ; 
ma gli enunciali qui sopra esposti hanno il vantaggio di non ferire 
la legge di continuità , e si avvicinano cosi alla considerazione delle 
linee , le quali dipingono nella maniera più semplice e più ge- 
nerale le circostanze del cangiamento dei segni delle grandezze. ( Ve- 
di it Trattato elementare di Trigonometria e d’ applieaxione dei* 
t Algebra alla Geometria ). 


' / 
/ 
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